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Cours — Chapitre 07

Polyn6mes
Tronc Commun Sciences - Lycée Qualifiant Ibn Hazm - Prof. El Koudri Hamza - 2026-2027

Plan du chapitre. I. Généralités sur les polynémes — II. Racine d’un polynéme et division par x — a — III.
Factorisation d’un polynéme.

I. Généralités sur les polynomes

1. Définitions

Définition 1 : Polyn6me

On considere un entier naturel n et des réels ag, a1, ..., a, avec a, # 0. La fonction P définie sur R par
P(2) = anz" + an_12" 1 + - +arz + ag

est un polyndme de degré n; on note deg P = n.

— Les réels ag, ..., a, sont les coefficients de P; arz” est un mondme.

— Le polynoéme dont tous les coefficients sont nuls est le polynéme nul; il n’a pas de degré.

— Un polynoéme de degré 1, 2 ou 3 est dit respectivement du premier degré, trinéme du second degré,
polynoéme du troisieme degré.

Exemple 1

— P(x) = 42% — 2 + /2 est un polynéme de degré 3; Q(z) = (x —1)?2 — 22 = —2x + 1 est de degré 1.
1

— R(z) =22+ = et S(z) = /T + 1 ne sont pas des polynomes.
x

2. Egalité de deux polyndémes

Propriété 1

Deux polynémes sont égaux (c’est-a-dire prennent la méme valeur pour tout réel z) si et seulement s'ils ont
le méme degré et les mémes coefficients pour les monémes de méme degré.

Application 1

On considere les polynomes P(z) = 222 + 7w —4 et Q(z) = (v+4)(az +b), ol a et b sont des réels. Déterminer
a et b pour que P = Q.

Solution

Q(r) = ax® + (4a + b)x + 4b. Par identification : a = 2, 4a +b = 7 et 4b = —4, soit a = 2 et b = —1 (et
4 x 2 —1=7 est bien vérifié).

3. Opérations

Propriété 2

On considere deux polynémes non nuls P et (). La somme P + @ et le produit PQ sont des polynémes; si
P + @ n’est pas nul, deg(P + Q) < le plus grand des degrés de P et @, et deg(PQ) = deg P + deg Q.

Exemple 2

On considére les polynémes P(z) = 22 — 3z + 1 et Q(z) = 223 + 2. Déterminer P + @, puis le degré et le
coefficient du terme de plus haut degré de PQ.
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| Solution |

(P +Q)(z) = 22 + 2% — 22 + 1, de degré 3. Le produit PQ est de degré 2 + 3 = 5; son terme de plus haut
degré est 22 x 223 = 22°, de coefficient 2.

II. Racine d’un polynéme et division par z —a

1. Racine d’un polyndéme

Définition 2

On considere un polynéme P et un réel a. On dit que a est une racine (ou un zéro) de P lorsque P(a) = 0.

Exemple 3

P(z) = 23—22%2-52+6 : P(1)=1-2-5+6 = 0, donc 1 est une racine de P; P(2) =8—8—10+6 = —4 # 0.

2. Divisibilité par x —a

Théoréme 1

On considere un polyndéme P de degré n > 1 et un réel a. Le réel a est une racine de P si et seulement s’il
existe un polynoéme @ de degré n — 1 tel que, pour tout réel z,

P(z) = (« — a) Q(a).

On dit alors que P est divisible par x — a.

Propriété 3 : Division euclidienne par = —a

Pour tout polynéme P de degré n > 1 et tout réel a, il existe un unique polynéme @ de degré n — 1 tel que,
pour tout réel x,

P(z) = (z —a) Q(x) + P(a).

Q est le quotient et P(a) le reste de la division euclidienne de P par z — a.

3. Méthodes de calcul du quotient

Méthode

Identification. On écrit Q(x) = bx? + cx + d (pour deg P = 3), on développe (x — a)Q(x) et on identifie les
coeflicients avec ceux de P.

Méthode de Horner. On dispose les coefficients de P sur une ligne; on abaisse le premier, puis chaque
nouveau coefficient s’obtient en ajoutant au coefficient de P le produit de a par le résultat précédent. Le
dernier nombre est le reste P(a).

Exemple 4

Diviser P(r) = 22% — 322 — 112 + 6 par x — 3.

Solution

Schéma de Horner avec a = 3 :

21 3 -2 0

Le reste est nul : P(z) = (x — 3)(22% + 3z — 2).
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Application 2

On considere le polyndme P(z) = 23 + 2 — 4z + m, ott m est un réel.

1) Déterminer m pour que P soit divisible par = + 2.
2) Pour cette valeur de m, déterminer le quotient @) par identification.

Solution

1) P(—2) = —-8+4+8+m=m+4; P est divisible par z + 2 si et seulement si m = —4.

2) P(z) =23 + 2% — 42 — 4 = (z + 2)(b2? + cx + d) = bx3 + (2b + c)x? + (2¢ + d)z + 2d. Par identification :
b=1,¢c=-1,d=—2. Donc Q(z) =22 —z — 2.

I11. Factorisation d’un polynéme

1. Principe

Propriété 4

Si a et b sont deux racines distinctes de P, alors P est divisible par (z — a)(x — b).

Méthode

Pour factoriser un polynéme : on cherche une racine « évidente » (parmi 0, 1, —1, 2, —2, % ..), on divise par

T — a, puis on recommence avec le quotient, ou on utilise les identités remarquables.

2. Exemple complet

Application 3

On consideére le polynome P(z) = a3 — 222 — 5z + 6.

1) Vérifier que 1 et —2 sont des racines de P.
2) En déduire une factorisation de P(z) en produit de trois bindmes.

Solution

1) P(1) =0 (exemple 3) et P(—2) = -8 —-8+10+6 =0.

2) P est divisible par (x — 1)(z +2) = 22 + 2 — 2; comme deg P = 3, P(x) = (22 + z — 2)(azx + b). Les
coefficients de 2% donnent a = 1, les termes constants donnent —2b = 6, b = —3. Donc

P(z)=(z—1)(z +2)(z — 3).

Exemple 5

Factoriser le polynéme P(x) = 23 — Tz — 6.

Solution

P(—1)=—-147-—6=0: —1 est une racine évidente. Horner aveca =—-1:1;0—-1=-1; -7+ 1= —6;
—6+6 =0, donc P(z) = (x + 1)(2? —  — 6). Le quotient admet la racine 3 (9 —3 —6 =0), et 2> —x — 6 =
(x — 3)(x + 2). Ainsi P(z) = (z+ 1)(z + 2)(z — 3).

A retenir — ’essentiel du chapitre

— Deux polyndémes sont égaux si et seulement s’ils ont les mémes coefficients.
— a est racine de P <= P(a) =0 <= P(z) = (x — a)Q(x) avec deg Q = deg P — 1.
— Le reste de la division de P par z — a est P(a); quotient par identification ou par Horner.
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