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Examen national du baccalauréat — Session normale 2023
Sujet et corrigé détaillé
Prof. El Koudri Hamza

Mathématiques — Filiére : Sciences Expérimentales (les deux parcours) — option frangaise Code
NS 24F (page 1) / NS 22F (pages suivantes) — Durée : 3 h — Coefficient : 7

Instructions générales

— L’utilisation de la calculatrice non programmable est autorisée
— Le candidat peut traiter les exercices de 1’épreuve suivant ’ordre qui lui convient
— L’utilisation de la couleur rouge lors de la rédaction des solutions est a éviter

Composantes du sujet

L’épreuve est composée de trois exercices et un probleme indépendants entre eux et répartis Suivants les domaines

comme suit :

Domaine Bareme
Exercice 1 Géométrie dans l'espace 3 points
Exercice 2 Nombres complexes 3 points
Exercice 3 Calcul des probabilités 3 points
Probleme | Etude des fonctions numériques Et des uites numériques | 11 points

Exercice 1 : Géométrie dans ’espace (3 points)

Dans l'espace rapporté a un repere orthonormé direct (O; ;, f, l;), on consideére les Points A(0,1,4), B(2,1,2),
C(2,5,0) et 2(3,4,4)
1) a) (0,25 pt) Montrer que ABNAC =4 (25+j+ ZE)

Solution

AB(2,0,-2) et AC(2,4,—4). Donc :

ABAAC =

2 2
0 4

4

0 2 2
o 4|’

-2 —4

- -

J+

k=8i — (—8+4)j + 8k = 8 + 4] + 8k.

Donc AB A AC = 4 (2%’+§'+ 212).

b) (0,5 pt) En déduire l'aire du triangle ABC et la distance d(B, (AC))

Solution

ABAAC| =avZF 12422 —4x3=12
H |

Asne =L |ABATR| = 2 =6

AC = /22 + 42 4 (—4)2 = /36 = 6, donc :

[ZBA%C] _ 15

2
= 2

d(B,(AC)) = 1 5

2) Soit D le milieu du segment [AC]|

a) (0,5 pt) Vérifier que DG = % (ﬁ A /ﬁ)
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Solution
04+2 145 440
D( ‘g , ‘g , ;L >,soit D(1,3,2). Donc DO(3 — 1,4 — 3,4 — 2), soit DO(2,1,2).

Et i (AB A AC) =27 + ] + 2F. Done DSl = % (4B 7 4C).

b) (0,25 pt) En déduire que d(Q2, (ABC)) =3

Solution

AB A AC est normal au plan (ABC'), donc DO aussi (2) a)). Comme D € (ABC) (milieu de [AC]), D est le
projeté orthogonal de Q sur (ABC), d’ou :

d(Q,(ABC)) =DQ =22 + 12+ 22 = 3.

3) Soit (S) la sphere d’équation : 22 + y? + 22 — 62 — 8y — 82+ 32 =10

a) (0,5 pt) Déterminer le centre et le rayon de la sphere (.5)

Solution

22 —6x=(x—3)2-9,y>—8y=(y—4)2—16, 22 —82= (2 — 4)2 — 16. Donc :

Me(S) < (z-3°+(@y—-4)*+(2—4)?=9+16+16-32=9=32

(S) a pour centre (3,4,4) et pour rayon R = 3.

b) (0,5 pt) Montrer que le plan (ABC) est tangent a la sphére (S) en un point que 'on déterminera

Solution
D’apres 2) b), d(2, (ABC)) =3 = R : le plan (ABC) est tangent a (S).
Le point de contact est le projeté orthogonal de Q sur (ABC), c’est-a-dire D(1,3,2) (2) b)).

4) (0,5 pt) Soient (Q1) et (Q2) les deux plans paralleles & (ABC) tels que chacun d’eux coupe la sphere (S)
suivant un cercle de rayon v/5

Déterminer une équation cartésienne pour chacun des deux plans (Q1) et (Q2)

Solution

7(2,1,2) est normal a (ABC'). Un plan paralleéle & (ABC') a une équation de la forme 2z +y + 2z +d = 0,
d e R.

Il coupe (S) suivant un cercle de rayon r = /5 si et seulement si d(€2, (Q)) = VR2 —r2=,9—-5=2:

2x3+44+2x44d|
V22 +12 422
Donc (Q1): 2x4+y+22—12=0¢€t (Q2): 20 +y+ 2z —24 =0.

=2 <= [184d|=6 <= d=—-120oud=—-24.
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Exercice 2 : Nombres complexes (3 points)

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O;, %), on consideére les points A, B, C et D
d’affixes respectives a = V2 +iv2, b=1+vV2+i,c=bet d=2i

1) (0,25 pt) Ecrire le nombre complexe a sous forme trigonométrique

Solution

la| = v2 42 =2, donc :

(\2[ +1 f) 2 (cosZ—i—zst)

2) a) (0,25 pt) Vérifier que b —d = ¢

Solution
b—d=14+V2+i—-2i=1++vV2—i=b=c.

b) (0,5 pt) Montrer que (\/5 + 1) (b —a) = b—d et déduire que les points A, B et D sont alignés

Solution

b—a=1+2+i-v2—iv2Z=1+i(1-+2). Donc:
(V2+1)b—a)=v2+1+i (V2+1) (1-V2) =vV2+1+i(1-2) =1+ V2—i=b—d.

Ainsi

—d
=2 +1 € R : les vecteurs ﬁ et lﬁ sont colinéaires, donc les points A, B et D sont alignés.

3) a) (0,25 pt) Vérifier que ac = 2b

Solution

acz(\/§+z’\/§) (1+\/§—z'):x/§+2—if2+z'\/§+2z'+\f2=2+2\/§+2z’:2(1+\/§+z')=2b

b) (0,5 pt) En déduire que 2arg(b) = % [27]

Solution

ac = 2b, donc arg(a )+arg c¢) = arg(2b) [27].

Or arg(a) = Z arg(c) = arg ( = —arg(b) et arg(2b) = arg(b) (car 2 > 0). Donc :
™ ) s
1 arg(b) = arg(b) [27m], soit 2arg(b) = i [27].

4) Soit R la rotation de centre O et d’angle % et qui transforme chaque point M du Plan d’affixe z en un point
M’ d’affixe 2’

1
a) (0,25 pt) Montrer que 2z’ = 54z

Solution

x o x 1 1
L’écriture complexe de R est 2/ = e'1z. D’apres 1), a = 2¢'4, donc e'1 = ¢ et 2/ = 5%

b) (0,5 pt) En déduire que R(C) = B et que R(A) = D

Solution
1 1
— —ac==x2b=10(3) a)), donc R(C) =
2 2
~ Lpa=lpell \/5)2(1+z) 1><2><2z—2z d, donc R(A) = D
500= 50" =7 . , =D.
- —1
c) (0,5 pt) Montrer que b-a = <\[2 ) a, puis déduire une mesure de ’angle (ﬁ, /ﬁ)
c—a
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Solution

_ b-d
V241

D’apres 2), b —a

:(ﬁf1)(b—d):(ﬂfl)a

1 1 1 1 2
D’apres 4) b), R(A):Ddonnedzia'a, d’ou ia(c—a):?lc—ia?:b—d:c. Donc c—az;cet:
b—a_ (\/5_1)0_ V2-1
c—a % N 2 “
Comme 0:
b—
(@,E) = arg (a) = arg(a) = T [27]
c—a 4

Exercice 3 : Calcul des probabilités (3 points)

Une urne U; contient six boules portant les nombres : 0; 0; 1; 1; 1; 2 et une urne Uy contient cing boules
portant les nombres : 1;1;1;2; 2

On suppose que les boules des deux urnes sont indiscernables au toucher
On considere 'expérience aléatoire suivante :

« On tire une boule de 'urne U; et on note le nombre a qu’elle porte, puis on la met Dans 'urne Us, ensuite on
tire une boule de 'urne Uy et on note le nombre b qu’elle Porte »

On consideére les événements suivants :

— A : « la boule tirée de I'urne U; porte le nombre 1 »
— B : « le produit ab est égal a 2 »

1) a) (0,5 pt) Calculer p(A); la probabilité de I'événement A

Solution

3 1
L’urne U; contient 6 boules dont 3 portent le nombre 1 : p(A) = 6= 3

b) (0,5 pt) Montrer que p(B) = — (on peut utiliser I'arbre des possibilités)

=

Solution

Apres le premier tirage, Us contient 6 boules : les 5 boules initiales et la boule portant a.
ab =2 si et seulement si (a=1etb=2)ou (a=2etb=1):
— a =1 (probabilité %) : Uy contient 1;1;1;1;2;2, et p(b=2) =
— a = 2 (probabilité %) : Uy contient 1;1;1;2;2;2, et p(b=1) =

I

DWW

(3)_3x241, 3 6.3 0 1
P =6"6"76"6 3 3 36 4
2) (0,75 pt) Calculer p(A/B); la probabilité de I’événement A sachant que I’événement B est Réalisé.

Solution

2 1
ANB:«a=1etb=2y», doncp(AﬂB):gx - =_.
6 6 6
p(ANB) 3+ 4 2
3) Soit X la variable aléatoire qui associe & chaque résultat de 1’expérience, le Produit ab
1
a) (0,25 pt) Montrer que p(X =0) = 3
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Solution

Toutes les boules de Uy portent un nombre non nul sauf éventuellement celle ajoutée. ab =0 <= a =0 (si
a=0etb=0, on aaussi a=0). Donc :

2 1
p( )=pla=0)=¢=3
b) (0,5 pt) Donner la loi de probabilité de X (remarquer que les valeurs prises par X sont : 0; 1; 2; 4)
Solution
1
- P(X = 0) = g;
3 4 1
— X =1 <= a=1et b=1:U; contient alors quatre boules « 1 » sur 6, donc p(X =1) = 6 X 6= 3’
1
— p(X=2)=p(B) = ;
X—4 e a=2cth=2:p(X =4) = = x 5 = —
— == = e = . = = — - = .
¢ P 6 6 12
T; 0(1]2] 4
pX=2)|3]3]|3|lm
1 1 1 1 4444341
Vérification : - + — e 1

3T3tat T 12

c) (0,5 pt) On consideére les événements :

— M : « le produit ab est pair ou nul »
— N : « le produit ab est égal a 1 »

Montrer que les événements M et N sont équiprobables

Solution

p(N) =p(X =1) = 3.

Remarque sur I’énoncé. Tel qu'il est écrit (« pair ou nul »), M = {X =0} U{X =2} U{X =4} (0
1 1 1 2
est pair), et p(M) = 3 + 1 + =3 # p(N) : ’égalité demandée serait fausse. L’énoncé voulu est « le

produit ab est pair non nul » (c’est la formulation reprise dans le corrigé de Prof Fayssal). Avec cette lecture,
M={X=2}U{X =4} et:

1 1 3+1 1
M) =p(X =2 X=4)=-+—=——=—-=p(N).
P(M) =p(X =2) +p(X =4) = 1 + = = == = = = p(V)

Donc les événements M et N sont équiprobables.

Probléme (11 points)

On considere la fonction numérique f définie sur |0, +o0[ par :

f(zx) :2—§+(1—lnx)2

Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repeére orthonormé (O; 7,7) (unité : lcm)

3z —2—2zlnz + z(lnz)?
x

1) a) (0,25 pt) Vérifier que pour tout = €]0, +oo; f(z) =

Solution

Soit  >0: (1 —Inz)2=1-2Inz + (Inz)?, donc :

_9_ 2
f(x):3—§—2lnx+(lnx)2:3x 2 21’1;”3"_%(11133)'
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(Inz)?

b) (0,5 pt) Montrer que lim z(Inz)* =0 et que lim =0 (on peut poser t = /)
x—0t T——+00 X

Solution

On pose t = \/z, donc z =t? et Inz = 2Int :

— quand = 0T, t = 0" : z(lnz)2 =2 x 4(Int)2 =4 (¢tInt)> - 4 x 02 =0, car 11%1 tlnt =0;
t—0+
Inz)?  4(1 1 1
—quandx—>+oo,t—>+oo:(n$) = iy 4<nt> — 0, car lim m—t—O
x i t t—+oo ¢

c) (0,5 pt) Déduire que lim+ f(z) = —oo, puis donner une interprétation géométrique du résultat
z—0

Solution
lim zlnz =0 et, d’aprés 1) b), lim z(Inz)? = 0. Donc :
z—07F z—07t
lim <3x —2—2zlnz + z(ln 33)2) =-2 et lim z=0%,
z—0+ z—0+t
d’ou, avec 1) a), lim f(z) = —oc.
z—07t

Interprétation : la droite d’équation x = 0 (I'axe des ordonnées) est une asymptote verticale a (Cy).

d) (0,75 pt) Calculer Er}rl f(x), puis montrer que la courbe (Cy) admet une branche parabolique de direction

I’axe des abscisses au voisinage de 400

Solution
2
lim Inz = +o0, donc lim (1 —1Inz)? = +o0;et lim (2 - ) = 2. Donc lim f(z)= +oc.
xr——+00 xr——+00 x——+00 € x——+00
T 2 2 1 2Inz Inz)?
A L) 0

a7 B @ @ G T a0
1
(car lim " 1) b)). Donc (Cy) admet une branche parabolique de direction I’axe des abscisses au

x—+00 I
voisinage de 4o00.

2(1 — 1
2) (0,5 pt) Montrer que pour tout = €]0, +oo[ : f'(x) = (- —g zlnz)
x

Solution
f est dérivable sur ]0, +o00[ et, pour z > 0 :

1) 2 2(1-Ilnz) 2-2z+2zlnz 2(1-z+zlnzx)

+2(1 —Inx) x <_a: —

fla)y=2

T2

22 x 22 22

3) En expliquant le tableau de variation ci-dessous, de la fonction dérivée f’ de f sur ]0, +o0o[

X 0 1 B + o
f(B)

F(x) \ / \
(on donne § ~ 4,9)

a) (0,5 pt) Prouver que f est strictement croissante sur ]0, +-oo[ puis dresser le tableau de variations de f

| Solution
D’apres le tableau de variation de f' :

— sur ]0,1], f’ décroit de +oo & f/(1) =0, donc f'(z) > 0 pour 0 <z < 1;
— sur [1, 400, f’ croit de 0 & f'() > 0 puis décroit vers 0 (sans latteindre), donc f'(z) > 0 pour z > 1.
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Donc f'(x) > 0 pour tout = # 1 et f/(1) = 0 : f/ ne s’annule qu’en un point isolé, donc f est strictement
croissante sur |0, +o00].
f)=2-2+(1-02=1.

T 0 1 +00
f(x) + 0 +
fl) |-00 /A 1 /2 +00

b) (0,5 pt) Donner le tableau de signe de la dérivée seconde f” de la fonction f sur ]0,4o00[

Solution

f" est la dérivée de f’ : son signe se lit sur les variations de f’. f’ est strictement décroissante sur ]0, 1],
strictement croissante sur [1, (] et strictement décroissante sur [3, +o00[, donc :

T 0 1 I} 400
f(x) - 0 + 0 —

c) (1 pt) Déduire la concavité de la courbe (C) en précisant les abscisses de ses deux points d’inflexion

Solution

— Sur ]0,1] : f” <0, (Cf) est concave;
— sur [1,5] : f” >0, (Cf) est convexe;
— sur [, 4+o0[ : f” <0, (Cf) est concave.

f" s’annule en changeant de signe en 1 et en 5 : (Cf) admet deux points d’inflexion d’abscisses 1 et 3, soit
I(1; 1) et J(B5 f(B))-

4) La courbe (Cy) ci-contre est la représentation Graphique de la fonction g : z — f(x) — « Et qui s’annule en «
et 1 (¢ ~0,3)

Soit (A) la droite d’équation y = x

0.5 1

T T
-1.0 -0.5 ojo

=0.5

-1.0 4

a) (0,5 pt) A partir de la courbe (Cy), déterminer le signe de la fonction g sur |0, 4+o00]

Solution

D’apres la courbe (Cy) :

— g(x) < 0 pour z €]0, [ (courbe en dessous de I’axe des abscisses) ;
— ¢g(x) > 0 pour = €]a, 1] (courbe au-dessus);

— g(x) <0 pour 53 6]1 +ool;

— gla) =9(1) =

b) (0,5 pt) Déduire que la droite (A) est en dessous de (C) sur l'intervalle [, 1] et est au dessus de (C) sur les

intervalles ]0, a] et [1,4o00[
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Solution

g(x) = f(x) —  est la différence entre I'ordonnée du point de (Cy) et celle du point de (A) de méme abscisse.
— Sur [o, 1] : g(z) > 0, soit f(x) > x : (A) est en dessous de (Cf);
— sur |0,a] et sur [1,+o00[ : g(x) <0, soit f(x) <z : (A) est au-dessus de (Cf).

(Elles se coupent aux points d’abscisses « et 1.)

—

5) (1,5 pt) Construire la courbe (Cf) et la droite (A) dans le repere (O; i,7)
(on prend a ~0,3; B ~4,9 et f(B8) ~1,9)

Solution

Eléments utilisés : asymptote verticale z = 0; branche parabolique de direction (Ox) en +oc0; f strictement
croissante ; points d’inflexion I(1; 1) (tangente horizontale, f'(1) =0) et J(8; f(B)) = (4,95 1,9); (Cf) N (A)
aux points d’abscisses a =~ 0,3 et 1.

-2 -

-3

-4 4

-5 4

6) a) (0,5 pt) Vérifier que la fonction z — 2z — xInx est une primitive de la fonction z — 1 — Inz sur [a, 1]

Solution

La fonction H : z +— 2z — xInx est dérivable sur [, 1] et :

1
H'(x)—Q—(lnx—i—xx) =2-Inz—1=1-—Inz.
x

Donc H est une primitive de z +— 1 — Inz sur [«, 1].

1
b) (1 pt) En utilisant une intégration par parties, montrer que : / (1—Inz)dz=5(1—-0a)+ a4 —Ina)lna

«

Solution

2(1 -1
On pose u(z) = (1 —Inx)? v'(x) = 1; donc v/(z) = Gl L)) et v(z) = x. u et v sont dérivables a dérivées
x
continues sur [a, 1] :

/1(1 = lnx)de = [w(l — lnx)ﬂl JL 2/1(1 —Inx)dx.

1
— [1‘(1 - ln:z:)ﬂ =l-a(l-lna)?=1-a+2alha-a(lna)?;

a
1

— d’apres 6) a), /

a

1
(1-Inz)dx = [230—1;1113;} =2—-2a+ala.
a

Donc :

1
/ (1—Inz)?dz=1—-a+2alna—a(lna)® +4—4a+2alna=51—a)+4alna— a(lna)?.

Examen national 2023 -- session normale 8



Lycée Qualifiant Ibn Hazm - 2BAC SE Prof. El Koudri Hamza - 2026-2027

1
Soit / (1—-Inz)%dz=5(1—-a)+ a4 —Ina)lna.

o

c) (0,75 pt) Déduire en fonction de a, 'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (Cf), 'axe des abscisses
et les droites d’équations x = a et x =1

Solution

Sur [a, 1], f est croissante, donc f(z) > f(a) = a > 0 (car g(a) = 0). L’aire cherchée est donc, en cm? (unité

A:/:f(m)d:r:/al (2—i>d:ﬂ+/@l(1—lnx)2dm.

1 9 1
/(2—x>dm—{2x—2lnx] =2—2a+2Ilna. Avec 6) b) :

1 cm) :

A= (7T-Ta+2lna+ a4 —Ina)lna) cm?® (= 0,61 cm?).

7) Soit la suite numérique (uy,) définie par ug €]a, 1] et la relation u,+1 = f(up), pour Tout n € N

a) (0,5 pt) Montrer par récurrence que o < u, < 1, pour tout n € N

Solution

Pour n € N, on note P(n) : « a < uy, < 1 ».

Initialisation. Pour n = 0 : ug €]a, 1[, donc P(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. On suppose a < u, < 1 et on montre que a < upy1 < 1.

a<up <1, dou fla) < flu,) < f(1) (3) a)), donc @ < up41 <1 (car f(a) =aet f(1)=1): P(n+1) est
vraie.

Conclusion. D’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N : a < u,, < 1.

b) (0,5 pt) Montrer que la suite (u,,) est croissante. (on peut utiliser la question 4)b))

Solution

Soit n € N. D’apres 7) a), u, € [a,1]; d’apres 4) b), sur [, 1] la courbe (C) est au-dessus de (A), c’est-a-dire
f(x) > 2. Donc :

Un+1 = f(un) > Up,.

La suite (uy,) est croissante.

c) (0,75 pt) En déduire que la suite (u,) est convergente et calculer sa limite

Solution

(uy) est croissante et majorée par 1 (7) a)), donc elle est convergente. Soit £ sa limite.

— f est continue sur I = [a, 1];

— 7 = [f(@), ()] = [, 1] = I (f croissante);

— ug €I et upy1 = f(un);

— (uy) est convergente.

Donc ¢ € I et f(¢) =4, s0it g{) =0: L =caoul=1(4)).

Comme (uy,) est croissante, u, > ug pour tout n, donc £ > ug > «. Donc £ =1 : lirf Uy = 1.
n——+0oo
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