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Exercice 1  — Equations et systémes ). & ¢

1. Résoudre dans R les équations suivantes : (E1) : In(z +2) =In(4 —2); (E3) :In(2? — 22+ 3) =1n6;
(F3) :Inz —3lnz+2=0.
2. Résoudre dans R? les systémes suivants :

Inzx+2lny =4 Inz —2lnhy=1
(S1) : (Ss) : .
3lnz —lny =5 Ty =-e
Exercice 2  — Inéquations, seuils, logarithmes de base a . 6. 0.¢

1. Résoudre dans R les inéquations suivantes : (I1) : In(3z —2) < 0; (L) :In(2>+2+1) >0; (I3):
In?z —lnz —2<0.

2. Déterminer le plus petit entier naturel n vérifiant chacune des inégalités suivantes :
a. 2x3"—=72>100;

3 n
b. | - 1;
()" <o

c. 100 — (;) > 99,999.

logy 5 logs 5 log; 5
10g42 5 '

1
4. On considére un réel a > 1 et un entier n > 1. Montrer que, pour tout x €]0; +o0l, log,n(z) = — log, (z).
n

3. Montrer que log, 5logs 5 + logs 5log; 5 + log; 5logy 5 =

Exercice 3 — Etude d’une fonction avec In® 20,0 ¢

(1+Inz)?

On considere la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(x) =
77

1. Calculer f(1) et lim f(x).
z—0t

2

1 21
2. Vérifier que, pour tout = €]0; +oo[, f(z) = ﬁ + %) , puis calculer xll}rfoof(x)
3. Déterminer les deux branches infinies de (CY).

141 1-1
4. Montrer que, pour tout z €]0; +oo|, f'(x) = (1+ nx)g nx).

7
5. Dresser le tableau de variations de f.
1

6. Montrer que la fonction F : x §(1 +Inz)? est une primitive de f sur ]0; +ool.
Exercice 4 — Fonction composée et réciproque * %

On considére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par f(x) = In (z + 2\/x).

Calculer lim f(z) et lim f(z), puis en déduire une branche infinie de (C/).
z—0+ T—-+00

Déterminer la branche infinie de (C) au voisinage de +o0.

Etudier les variations de f sur ]0; +-oc[, puis dresser son tableau de variations.

Construire la courbe (Cy) dans un repere orthonormé (O;7, 7).
Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J & déterminer.

PHRPEPR

Construire la courbe (Cy-1) dans le méme repere.
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Exercice 5 — Fonction et suite récurrente ok K

Partie I. On considére la fonction f définie sur [0; 4o0o[ par f(z) = zIn(z + 2).

1. Déterminer f’(x) pour tout x € [0; +-00[, puis en déduire que f est strictement croissante sur cet intervalle.
2. Etudier la continuité de f sur [0; +oc[, puis déterminer f([0;e — 2]).

3. Montrer que f(z) < x pour tout z € [0;e — 2].

1
Partie II. On considére la suite (u,) définie par ug = > et up41 = Uy In(uy, + 2) pour tout n € N.

1. Montrer par récurrence que 0 < u, < e — 2 pour tout n € N.
2. Montrer que la suite (u,) est décroissante, puis en déduire qu’elle converge.
3. Déterminer la limite de la suite (up).

Exercice 6 Etude compléte, primitive et suite 2. 0.0

On considere la fonction f définie sur 0; +oo[ par f(z) =z —2Inz.

1. Calculer f(1), lim f(z)et lim f(z).
r—0t T—>+00
2. Déterminer les deux branches infinies de (C}).
3. Etudier la continuité de f sur |0; +oo].
-2
4. Montrer que, pour tout z €]0; +oo|, f'(z) = L )
5. Dresser le tableau de variations de f, puis en déduire le signe de f(x).
6. Etudier la position relative de (Cy¢) et de la droite d’équation y = x.
7. Construire la courbe (Cy) dans le repere (O;7,)).
1
8. Montrer que la fonction F': x +— 51‘2 —2zlnx 4 2z — 3 est une primitive de f sur ]0; +o0].
9. On considere la suite (u,) définie par ug = 2 et up41 = Uy — 5 In(uy,) pour tout n € N.
a. Montrer par récurrence que 1 < u, < 2 pour tout n € N.
b. Montrer que la suite (u,) est décroissante, puis en déduire qu’elle converge.
c. Déterminer la limite de la suite (uy,).
Exercice T — Fonction auziliaire et étude 2,888

Partie I. On consideére la fonction g définie sur ]0; +oo[ par g(x) = 22 — 1 + In .

1. Calculer g(1).

2. Déterminer ¢'(z) pour tout x €]0; +o00[, puis en déduire le sens de variation de g.
3. En déduire le signe de g(x) selon les valeurs de z.

1
Partie II. On considére la fonction f définie sur |0; +oo[ par f(x) =z — T
4

1. Calculer lim f(z) et lim f(x), puis en déduire une branche infinie de (Cf).
z—07F T—>+00

2. Montrer que la droite d’équation y = x est une asymptote oblique a (Cy) au voisinage de +oo.
3. Etudier la position relative de (Cy¢) et de la droite d’équation y = x.
4

. a. Montrer que, pour tout = €]0; 4o0[, f'(z) = &35)
x
b. Dresser le tableau de variations de f.
3—21
5. a. Montrer que, pour tout x €]0; +oo[, f”(z) = %
93

b. En déduire que (Cy) admet un point d’inflexion A et déterminer ses coordonnées.
6. Construire la courbe (Cy) dans le repere (O;7,)).

Exercice 8 Fonction, inégalité et parité Yk kK

On consideére la fonction f définie par f(z) = 2% — In(2z + 1).

1. Déterminer le domaine de définition Dy de f, puis calculer ses limites aux bornes de Djy.
2. Déterminer les branches infinies de (CY).
22z —1)(z + 1)

2r + 1 ’

3. a. Montrer que, pour tout x € Dy, f’(ac) =
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b. Dresser le tableau de variations de f.
c. En déduire que, pour tout € Dy, In(2z 4+ 1) < z2 — i +1n2.
4. Construire la courbe (C) dans le repere (O;7, 7).
5. On considere la restriction g de f a Uintervalle [%, +o00 {
a. Montrer que g admet une fonction réciproque ¢g~' définie sur un intervalle J & déterminer.
b. Construire la courbe (C,-1) dans le méme repere.
6. On considere la fonction h définie sur R par h(z) = 22 — In(2|z| + 1).

a. Montrer que h est paire.
b. Construire la courbe (C}) dans un autre repere.

Exercice 9 — Probléme : fonction auziliaire, inflexion, réciproque . 0.0.0.0.¢

Partie I. On considére la fonction g définie sur |2; +oo[ par g(x) = % + In(z — 2).
7 —

1. Déterminer ¢'(x) pour tout z €]2; +o00[, puis dresser le tableau de variations de g (on admet que 1im+ g(x) =
T—2

+00).
2. En déduire le signe de g(z) selon les valeurs de x.
Partie II. On considere la fonction f définie sur |2; +oo[ par f(x) = zln(z — 2).
1. Calculer wligﬂ f(x) et mgr}rloo f(x).
Déterminer la branche infinie de (C) au voisinage de +oo.
Etudier la position relative de (Cy) et de la droite d’équation y = .
a. Montrer que f'(x) = g(x) pour tout = €]2; +o0.
b. Dresser le tableau de variations de f.
Montrer que le point I(4;41n2) est un point d’inflexion de (CY).
Déterminer une équation de la tangente (1) a (Cy) au point I.
Construire la droite (7') et la courbe (Cf) dans le repere (O;7, 7).
a. Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J & déterminer.
b. Montrer que f~1 est dérivable en 0, puis déterminer (f *1)/ (0).
9. Construire la courbe (Cy-1) dans le méme repere.

= 89

g9 N & &
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