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Plan du chapitre. Partie 1 : 1. Forme algébrique — II. Module, argument, formes trigonométrique et
exponentielle — III. Nombres complexes et géométrie. Partie 2 : IV. Equations du second degré dans C
— V. Transformations du plan — VI. Formules d’Euler et linéarisation — VII. Ensembles de points — Résumé.

—

Dans tout le chapitre, le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O; i, V)

I. Forme algébrique d’un nombre complexe

1. Définition

Définition 1 — I’ensemble C

Il existe un ensemble, noté C, contenant R, muni d’une addition et d’une multiplication qui prolongent celles
de R et ont les mémes régles de calcul, et contenant un nombre i tel que i2 = —1.

Tout nombre complexe z s’écrit de fagon unique z = a + b avec a € R et b € R : c’est la forme algébrique
de z. Le réel a est la partie réelle de z, notée R(z); le réel b est la partie imaginaire, notée 3(z).

Propriété 1

— zest réel <= $(z) =0; z est imaginaire pur <= R(z) = 0 (on note iR I'ensemble des imaginaires
purs).
— Pour tous réels a,b,a’,b’ : a+ib=a +il' <= a=ad et b=10". En particulier a +ib=0 <= a=0b=0.

2. Exemples

‘ Exemple 1

— (243 4+ (1=5i)=3-2i; (243i)(1—5i) =2—10i + 3i — 152 = 17 — 7i.

— Puissances de ¢ : 32 = —1, 3 = —i, * = 1, donc i**T" = " pour k € N. Par exemple 32026 = 4x506+2 — _ 7

3. Représentation géométrique

Définition 2 — affixe

A tout nombre complexe z = a + ib (a,b réels) on associe le point M (a;b) et le vecteur @ = ail + bvi. On dit
que z est V'affixe de M (et de W), et que M est I'image de z. On note M (z).

Propriété 2

Pour des points A(z4), B(zp) :
— le vecteur ﬁ a pour affixe zp — 24 ;
ZA+ 2B
2 b
— E = 58’ <= zp — 24 = z¢ — zp (caractérisation d'un parallélogramme ABCD).

— le milieu I de [AB] a pour affixe z; =
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4. Conjugué et inverse

Définition 3 — conjugué

Le conjugué de z = a + ib (a,b réels) est le nombre complexe Z = a — ib. Les points M(z) et M'(Z) sont
symétriques par rapport a l'axe des abscisses.

Propriété 3

Pour tous z,2/ € Cet n € N :

- _ . Z
— 2+ =747, 22/ =22, 2" =(2)" et, si 2/ #0, —>:
ZI

| wl

— 24+72=2R(2), z—Z=2i3(2), 2Z=a%+b?;
— 2z2€ER <= Z=2; z€iR < zZ=—2.

Méthode — forme algébrique d’un quotient

r a—1b
a+ib a2+ b2

On multiplie le numérateur et le dénominateur par le conjugué du dénominateur :

Application 1

_;21 et zo = (1 +14)%

Ecrire sous forme algébrique z; = 7

(B—i)(1-21)) 3—-6i—i+2% 1-7Ti

z1 = =]

(1 4+ 2i)(1 — 24) 144 5
(1414)% =1+ 2i + i = 2i, donc 2, = (2)? = —4.

II. Module, argument, formes trigonométrique et exponentielle

1. Module

Définition 4 — module

Le module de z = a + ib (a,b réels) est le réel positif |z| = v/2Z = va? + b2. Si M est 'image de z, alors
|z| = OM ; et pour A(z4), B(zg) : AB = |z — z4|.

Propriété 4

Pour tous 2,2/ € Cet n e N: |z2| =0 < 2z =0; |z| = | — 2| = |2|; [22/| = |2||¢]; |2"| = |2|™; si 2/ # 0,
2| _ 2l o Vinegalité triangulai "< /

7 —m,e inégalité triangulaire |z + 2/| < |z| + |Z/].

Exemple 2

1+

V3 —i

il =TT =5; |22 o= (v3) =2

2. Argument

Définition 5 — argument

Soit z un nombre complexe non nul d’image M. On appelle argument de z toute mesure 6 de ’angle orienté
(12', OM). On note arg(z) = 6 [27].
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Propriété 5
Pour 2,2’ non nuls et n € N :
Regle Formule
produit, puissance arg(zz') = argz + arg 2’ [2n], arg(z™) = nargz [27]
1
quotient arg (%) =argz —argz’ 27|, arg <—> = —argz [27]
% z
conjugué, opposé argz = —arg z [2n], arg(—z) = 7 + arg z [27]
réels, imaginaires | z € R} <= argz=0;2 € R* <= argz=0([n]; 2z €iR* <= argz= J [n]

3. Forme trigonométrique

Propriété 6

Tout nombre complexe non nul z, de module r et d’argument 6, s’écrit z = r(cos + isin ) : c’est une forme
trigonométrique de z. Réciproquement, si z = r(cos @ + isinf) avec r > 0, alors |z| = r et argz = 0 [27].

Passage de la forme algébrique z = a + ib & la forme trigonométrique : 7 = va? + b2, cosf = % et sing=-
r r

Attention

L’écriture —2 (cosg + ¢sin %) n’est pas une forme trigonométrique (le facteur doit étre strictement positif) ;

on écrit —2 (cos § 2 +isinZ ) 2 (cos a4 isin 4;)

Application 2

Donner une forme trigonométrique de z; = 1 — iv3 et de 29 = —3 + 3i, puis de z125.

21| =V1+3=2¢et 21 =2(% — i ) :2(cos (%) +isin(=%)).
|z2| = V18 = 3v/2 et 29 = 3v/2 (—i AP S ) =3v2 (cos 3T 4 jsin 3I>

Donc |z122| = 6v/2 et arg(z122) = —4 + g [27] @ 2120 = 6/2 (cos =2 + isin ?g)
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4. Notation exponentielle et formule de Moivre

Définition 6

Pour tout réel 6, on note e = cos + isin#. Tout complexe non nul de module r et d’argument 6 s’écrit

z =re? : c’est sa forme exponentielle.

Propriété 7

17
, 2 =N/ . / 6Z - / — . 5 n .
Pour tous réels 0,0 et tout n € Z : e?ei? = 0+ o = el0=0) . cif — =0 . (629) = ¢,
e
Formule de Moivre : (cosf + isin )" = cos(nf) + isin(nf).
Valeurs & connaitre : €0 = 1, 'Z =i, /™ = —1, ¢ 2 = —j.
) ) )

Application 3

On pose z = 1+ i. Calculer 28 et montrer que (1 + 7)2920 est imaginaire pur.

o 8
z =+/2e'4, donc 28 = <\/§) e?m = 16.

2026

(1 —I—i)2026 — (ﬁ)

) . .
9101315 _ 91013; < /R

(T = 91013155y T — 5067 + Z et 5067 = 0 [27], donc (1 +14)20%6 =

III. Nombres complexes et géométrie

1. Distances et angles

Propriété 8
Pour des points distincts A(a), B(b), C(c), D(d) :
— AB=1|b—al et (ﬁ, ﬁ) = arg(b — a) [27];

— (ﬁ, @) = arg (%) [27] ; en particulier (E,ﬁ) = arg <%> [27].

2. Configurations remarquables

A retenir — caractérisations (4, B, C distincts)
Situation Condition
A, B, C alignés c-a eR
b—a
(AB) L (AC) z 2 eiR
ABC isocele en A =1
b—a
ABC rectangle isocele en A Z_ ? —iou—i
—a
ABC équilatéral Z_ g
— b—d
A, B,C, D cocycliques ou alignés — eR
b—a c—d

Application 4

On considere les points A(1 +14), B(3 4 2i) et C(3i). Déterminer la nature du triangle ABC.
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c—a —1+2 (=142)(2-1i) -24i+4i+2
= 1.

b—a 2+i  (2+9)@2-49) 5
¢ :Z =1, soit AC = AB, et (E,ﬁ) =argi = g [27] : le triangle ABC est rectangle et

isocéle en A.

Donc

IV. Equations du second degré dans C

Théoréme 1

On considére I'équation (E) : az? 4+ bz + ¢ = 0 avec a, b, ¢ réels et a # 0, de discriminant A = b? — 4ac.

—b— VA _—b+vVA

— Si A > 0 : deux solutions réelles 21 = ——— et 29
2a 2a
— Si A = 0 : une solution réelle double zy = ~5a"
a
—b—iv—-A —b+iv—A
— Si A < 0 : deux solutions complexes conjuguées z; = + et 29 =721 = %
a a
b
Dans tous les cas, az? +bz+c=a(z — 21)(z — 22), 21 + 20 = —— et 2120 = <
a a

Application 5

Résoudre dans C I'équation 2% — 6z + 13 = 0, puis écrire les solutions sous forme trigonométrique lorsque c’est

simple.

6 — 41
A =36 — 52 = —16 = (44)2. Les solutions sont z; = 5 L3 2iet 2o =3+4+2i:8={3-2i;3+2i}.

Leur module vaut 4/13; leurs arguments ne sont pas des angles remarquables, on garde la forme

algébrique.

V. Transformations du plan

Propriété 9 — écritures complexes

Soit M (z) un point et M’(2’) son image.

Transformation Ecriture complexe

translation de vecteur w(b) Z=z+b

homothétie de centre Q(w) et de rapport k € R* | 2/ —w =k(z — w)

rotation de centre Q(w) et d’angle 6 2 —w=e?(z—-w)

Réciproquement, la transformation d’écriture 2z’ = az + b est : une translation si a = 1; une homothétie de
rapport a si a € R\ {0;1}; une rotation d’angle arga si |a] =1 et a # 1. Dans les deux derniers cas, le centre

est 'unique point invariant, d’affixe w = .
—a

Application 6

1. Déterminer I'écriture complexe de la rotation R de centre Q(1 4 i) et d’angle 7, puis I'image de A(3 + 7).
2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation f d’écriture 2z’ = —2z + 3i.
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1. 2/ —(1+i)=i(z—(1+41)), soit 2/ =iz +2. Imagede A:i(3+4)+2=1+ 3i.

2. a=-2¢€ R\ {0;1} : f est une homothétie de rapport —2. Son centre est le point invariant :
w=—2w+3i <= w=1. f est 'homothétie de centre (i) et de rapport —2.

VI. Formules d’Euler et linéarisation

Propriété 10 — formules d’Euler

it 4 o—ib 0 _ —if ' .
Pour tout réel 6 et tout entier n : cosf = —5 sinf = —————, et e 4 70 = 2 cos(nh),

em? — e70 — 2jsin(n#).

Méthode — linéariser

Pour écrire une puissance ou un produit de cos et sin comme combinaison de cos(kz) et sin(kzx) : on remplace
chaque facteur par sa formule d’Euler, on développe (binéme), puis on regroupe les termes conjugués etk et

e—zkx‘

Application 7

Linéariser cos® z pour = € R.

. (e + 67””)3 B @V L DD L G O L o 5 _ 2cos3x+6cosz 1

3
cos’x = 3 = 3 = 3 —4—100531‘4—1005%

VII. Ensembles de points

A retenir — ensembles classiques (A(a), B(b) distincts, r > 0)

Condition sur M (z) Ensemble

|z —al =7 cercle de centre A et de rayon r

|z —al =]z -1 médiatrice de [AB]

z:z eR droite (AB) privée de B

z:z €iR cercle de diametre [AB] privé de B

arg(z —a) = 6 [27) demi-droite d’origine A (privée de A) dirigée par '

Application 8

Déterminer ’ensemble (I') des points M (z) tels que |iz + 1 — 2i| = 3, puis l'ensemble (A) des points M (z) tels
que |z — 1| = |z +i].

iz+1—2i=1 (z + 1_721) =i(z —2—1),donc |iz+1—2i] =]z — (24 1)|. (') est le cercle de centre
Q(2 + 1) et de rayon 3.

|z — 1] = |z — (=1)| : (A) est la médiatrice du segment [AB] avec A(1) et B(—1), c’est-a-dire la droite
d’équation y = —x.

Résumé
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A retenir

Notion A retenir
Forme algébrique z=ua+1ib, Z=a—1ib, 2Z =a®+ b?
Module, argument | |z| = vaZ + b2; |22'| = |2||2/| ; arg(z2’) = arg z + arg 2’
Formes z =r(cosf + isinf) = re?’ ; Moivre (e?)" = e™?
Géométrie AB = |b—al; (1@, R) =arg ;—2
Second degré A<0:z= %
Transformations Z=z+b;2 —w=k(z—w); 2 —w=e®(z—-w)
Euler cosf = eiege_ie, sinf = eiegf_ie
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