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Plan du chapitre. 1. Rappels — II. Limite d’une suite — III. Suites monotones et convergence — IV. Criteres
de convergence par comparaison — V. Limites des suites (¢") et (n") — VI. Suites et fonctions — Résumé.

I. Rappels

1. Suites majorées, minorées, bornées ; monotonie

Définition 1

On considere une suite (uy)p>n, de nombres réels.

— (uy) est majorée s'il existe un réel M tel que u, < M pour tout n > ng; minorée s’il existe un réel m tel
que u, > m pour tout n > ng; bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

— (up) est croissante (resp. décroissante) si u,+1 > uy (resp. upt1 < uy) pour tout n > ng; avec des
inégalités strictes, on parle de suite strictement croissante (resp. décroissante).

Méthode — étudier la monotonie

(z%n étudie le signe de u,11 — uy, ; lorsque tous les termes sont strictement positifs, on peut aussi comparer
"t A1 Siuy, = f(n), la monotonie de f sur [ng; +oo[ donne celle de (uy,).
u'fb

2. Raisonnement par récurrence

Propriété 1 — principe de récurrence

On considere une propriété P(n) dépendant d’'un entier naturel n > ng. Si P(ng) est vraie (initialisation) et
si, pour tout n > ng, P(n) vraie entraine P(n + 1) vraie (hérédité), alors P(n) est vraie pour tout n > ng.

Exemple 1

On consideére la suite (u,) définie par ug = 1 et up4+1 = v/u, + 2 pour tout n € N. Montrons par récurrence
que, pour tout n € N, 0 < u,, < 2.
— Initialisation : ug=1et 0 <1 < 2.
— Hérédité : soit n € N tel que 0 < u,, < 2. Alors 2 < u, +2 < 4, donc v/2 < u,41 < 2 par stricte croissance
de la racine carrée; ainsi 0 < up4+1 < 2.

D’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N, 0 < u,, < 2.

3. Suites arithmétiques et géométriques

A retenir
Suite arithmétique de raison r Suite géométrique de raison ¢
Définition Uptl = Up + 7 Un+1 = G Up
Terme général Up =Up + (R —p)r Up = Upq" P
n— D(u, +u 1—qgn P!
Somme up + - -+ + Uy, lo=p 2)(p+ n) uplqi( #1)
—9q

II. Limite d’une suite
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1. Définitions

Définition 2 — suite convergente

On dit que la suite (uy) converge vers un réel ¢ (ou admet la limite ¢) si tout intervalle ouvert contenant ¢

contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang. On note lim wu, = ¢. Une suite qui ne converge
n—+o0o

pas est dite divergente.

Définition 3 — limite infinie

lim w, = 400 si, pour tout réel A, tous les termes de la suite sont supérieurs & A a partir d’un certain rang.
n——+oo

Définition analogue pour —oo.

Propriété 2

— Si une suite converge, sa limite est unique.

— Siu, = f(n) et ngoof(x) = ¢ (fini ou infini), alors nEToo Wy = L.

— Les regles opératoires sur les limites (somme, produit, quotient) et les formes indéterminées sont les mémes
que pour les fonctions.

2. Suites de référence

Propriété 3

1
i > : i P = i = 1 — = 1 — = U.
Pour tout entier p > 1 ngr_’I_l n + 00, nll)rfoo Vn = 400, nll}rf — 0 et nll)rfoo N 0

Exemple 2

. 3nZ—n . 3—% . N . 1
nEI—II—loo n2+5 _ngrfoo1+%_3’ ngr—ir-loo( o _\/ﬁ)_ngr-ll—loovn—i-l—i-\/ﬁ_

0.

III. Suites monotones et convergence

Théoréme — convergence monotone

— Toute suite croissante et majorée est convergente.
— Toute suite décroissante et minorée est convergente.

Propriété 4

— Une suite croissante et non majorée tend vers +oo; une suite décroissante et non minorée tend vers —oo.
— Si (uy,) est croissante et converge vers ¢, alors u, < ¢ pour tout n (de méme u,, > ¢ si elle est décroissante).

Application 1 — convergence monotone

On consideére la suite (uy,) définie par ug = 1 et up4+1 = v/u, + 2 pour tout n € N (voir 'exemple 1). Montrer
que (uy,) est convergente.

D’apres 'exemple 1, 0 < u, < 2 pour tout n. De plus

un +2—u2  (2—up)(l+un)

:\/un+2+un VUun + 24 up

La suite est strictement croissante et majorée par 2 : elle est convergente (sa limite est déterminée &
I'exemple 5).

Upt1l — Up = VUp + 2 —up
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| Attention

Le théoreme donne l'existence de la limite, pas sa valeur : une suite croissante majorée par 3 converge vers
une limite ¢ < 3, qui n’est pas forcément 3.

IV. Criteres de convergence par comparaison

Propriété 5 — comparaison

On considére deux suites (uy,) et (vy,) telles que u, < v, a partir d'un certain rang.

— Si lim w, = 400, alors lim v, = +o0.
n——+o0o n——+0o00

— Si lim v, = —o0, alors lim wu, = —oo.
n—-+00 n——+0o0o
Théoréme — des gendarmes (encadrement)

On considere trois suites (uy,), (vn), (wy) telles que v, < u, < w, a partir d’'un certain rang. Si (vy) et (wy,)
convergent vers la méme limite ¢, alors (u,) converge vers /.

Propriété 6 — conséquence

Si |uy, — 4| < v, & partir d'un certain rang et lim v, =0, alors lim u, = /.
n—-4o0o n—+400

Application 2 — encadrement

2n + sinn
On consideére la suite (uy),>1 définie par u,, = ——————. Déterminer sa limite.
= n

2n — 1 2 1 1 1
Pour tout n > 1: —1 <sinn < 1, donc i <u, < ks ,s0it 2 — — < wu, <24 —. Les deux
n

n n
suites qui encadrent tendent vers 2 : d’apres le théoréme des gendarmes, lirf Uy = 2.
n—-+0o0o

V. Limites des suites (¢") et (n")

Propriété 7 — limite de (¢")

On considere un réel q.

— Sig>1: lim ¢"=+4o0.

n—-+o0o

Sig=1:q¢" =1 et la limite vaut 1.
Si—-1<g<1l: lim ¢"=0.
n—-+00

— Si g < —1: la suite (¢") n’a pas de limite.

Remarque — idée de la preuve pour ¢ > 1

On écrit ¢ = 1 4 a avec a > 0; par récurrence, (1 + a)™ > 1 + na (inégalité de Bernoulli), et 1 + na — 400,
d’ou le résultat par comparaison.

Propriété 8 — limite de (n")

On considere un nombre rationnel » non nul : si r > 0, lim n" =+oc0;sir <0, lim n" =0.
n—-+0oo n—-+00

Exemple 3

n
_ 1-—
Jm T nﬁwwﬁ 1y car (2)" =06t ()" 0,

Wl | winy
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1 n+1
lim (14242t te)= li - (3) =2
R0 24 ) Tnstee 1-1 T
— lim n 3 =0et lim In = lim n3 = +oo.
n—+00 n—-+00 n——+oo
Application 3 — suite géométrique et limite

1
On consideére la suite (u,) définie par ug =4 et up41 = Pk + 1 pour tout n € N, et la suite (v,,) définie par
Up = Up — 2.

1. Montrer que (v,) est géométrique. 2. En déduire u,, en fonction de n, puis EI_’I_I Upy.
n o0

L. Upy1 = sun+1—2= (up —2) = 2v, : (vy) est géométrique de raison 3 et de premier terme vy = 2.

2. vn:2(%>n, doncun:2+2(% n. Comme —1<%<1: lim wu, = 2.

n—-+4o0o

VI. Suites et fonctions

1. Suite v, = f(uy)

Propriété 9

On considere une fonction f continue en un réel ¢ et une suite (u,) de termes dans le domaine de f. Si
lim wu, =/¢, alors lim f(u,)= f(¥).
n——+00

n—+400
Exemple 4

lim = — et la racine carrée est continue en i: lim = —,
n—+oo  4n 4 n——+00 4n 2

2. Suites récurrentes u,+1 = f(uy)

Théoréme — limite d’une suite récurrente

On considére une fonction f continue sur un intervalle I telle que f(I) C I, et la suite (u,) définie par ug € I
et Upt+1 = f(uyn). Si (u,) converge vers ¢ et si £ € I, alors ¢ est solution de I’équation f(z) = .

Remarque

— La condition f(I) C I garantit que tous les termes sont dans I (récurrence).

— Si f est croissante sur I, la suite (u,) est monotone : son sens dépend de la comparaison de ug et u.

— Lorsque I est un intervalle fermé (de la forme [a; b] ou [a; +00[), la limite d’une suite convergente de termes
dans I appartient a 1.

Exemple 5

Reprenons la suite ugp = 1, up+1 = u, + 2 (application 1). La fonction f : z — v/ + 2 est continue sur
I = [0;2], croissante, et f(I) = [v/2;2] C I. La suite converge vers £ € I, donc /£ +2 = £, d’ou £2 — ¢ —2 =0,
soit ({ —2)({+1)=0. Comme £>0: lim u,=2.

n—-+oo

Application 4

2
On consideére la fonction f définie sur I = [0;6] par f(z) = 3% + 2 et la suite (u,) définie par up = 0 et
Un+1 = f(uy,) pour tout n € N.

1. Montrer que f(I) C I, puis que 0 < u,, < 6 pour tout n € N.
2. Montrer que (u,) est croissante, puis qu’elle converge, et déterminer sa limite.
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1. f est affine et strictement croissante : f(I) = [f(0); f(6)] = [2;6] C I. Montrons par récurrence que,
pour tout n € N, u,, € I.

— Initialisation : ug =0 € I.

— Hérédité : soit n € N tel que uy,, € I. Alors up+1 = f(uyn) € f(I) C 1.

D’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N, 0 < u,, <6.

2. Upy1 —Up =2 — zUp = 6= un

3 3
Sa limite ¢ € I vérifie f({) = ¢, soit %E +2=1/, doul=6.

>0 : (up) est croissante. Elle est majorée par 6, donc convergente.

J\y
6 4
Q(6:6)
5 4
T |
(Cf ) [
[
31 | |
y=xr
! |
2 | |
| I |
| I |
1+ | | |
1 I |
i 1 o | ug | T
1 2 3 4 5 G
Résumé : suites numériques
A retenir
Outil Enoncé
Convergence monotone croissante 4+ majorée, ou décroissante + minorée = convergente
Comparaison Uy < Uy, €6 Uy — +00 = v, — +00
Gendarmes Up < Up < Wy, Uy —> b, Wy — €= Uy — 4
Majoration de ’écart [, — €] < vp et vy, = 0= uy — £
Suite (¢™) qg>1:400; —1<q¢g<1:0;q<—1:pasdelimite
Suite (n") r>0:400;r<0:0
Unt1 = f(un) f continue sur I, f(I) C I, up, >0l = f(l)=1¢
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