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Exercice 1

1) −→
OA(2; 1; 1) et −−→

OB(1; 0; 3). S’il existait un réel k tel que −−→
OB = k

−→
OA, la deuxième coordonnée donnerait 0 = k,

donc −−→
OB = 0⃗, ce qui est faux. Les vecteurs ne sont pas colinéaires : O, A, B ne sont pas alignés.

2) Méthode 1 (produit scalaire) : n⃗ ·
−→
OA = 6 − 5 − 1 = 0 et n⃗ ·

−−→
OB = 3 − 0 − 3 = 0.

Méthode 2 (produit vectoriel) : −→
OA ∧

−−→
OB = (1 × 3 − 1 × 0)⃗ı + (1 × 1 − 2 × 3)ȷ⃗ + (2 × 0 − 1 × 1)k⃗ = 3⃗ı − 5ȷ⃗ − k⃗ = n⃗,

qui est orthogonal à −→
OA et à −−→

OB par définition.
3) n⃗ est normal à (OAB), qui passe par O : (OAB) : 3x − 5y − z = 0.

4) Cette droite est dirigée par n⃗ :


x = 2 + 3t

y = 1 − 5t

z = 1 − t

(t ∈ R).

Exercice 2

1) a) −−→
AB(1; 2; 3) : (AB) :


x = 1 + t

y = −1 + 2t

z = 3t

(t ∈ R).

b) −−→
AB(1; 2; 3) est égal au vecteur normal n⃗(1; 2; 3) de (P ) : (AB) ⊥ (P ).

c) 1 + t + 2(−1 + 2t) + 9t − 27 = 0 ⇐⇒ 14t − 28 = 0 ⇐⇒ t = 2 : le point d’intersection est (3; 3; 6).
2) −→

AC(1; 1; −1) et −→
AC · n⃗ = 1 + 2 − 3 = 0 : (AC) est parallèle à (P ) (et même strictement, car A /∈ (P ) :

1 − 2 + 0 − 27 ̸= 0).
3) (Q) : x + 2y + 3z + d = 0 avec B : 2 + 2 + 9 + d = 0, d = −13. (Q) : x + 2y + 3z − 13 = 0.

Exercice 3

1) (x − 1)2 + (y + 2)2 + (z − 3)2 = 1 + 4 + 9 − 5 = 9 : (S) est la sphère de centre Ω(1; −2; 3) et de rayon R = 3.

2) d
(
Ω; (P )

)
= |1 − 4 − 6 + 4|√

1 + 4 + 4
= 5

3 < 3 : (P ) coupe (S) suivant un cercle. Son centre H est le projeté orthogonal

de Ω sur (P ) : H(1+ t; −2+2t; 3−2t) avec 9t−5 = 0, t = 5
9 , soit H

(14
9 ; −8

9; 17
9

)
. Rayon : r =

√
9 − 25

9 = 2
√

14
3 .

3) Un plan parallèle à (P ) a une équation x + 2y − 2z + d = 0 ; il est tangent à (S) si et seulement si
|1 − 4 − 6 + d|

3 = 3, soit |d−9| = 9, soit d = 0 ou d = 18. Les deux plans sont x+2y−2z = 0 et x+2y−2z+18 = 0.

4) d
(
Ω; (Q)

)
= |2 − 2 + 6 + 3|√

4 + 1 + 4
= 3 = R : (Q) est tangent à (S). Le point de contact est Ω + t n⃗′ avec n⃗′(2; 1; 2) :

2(1 + 2t) + (−2 + t) + 2(3 + 2t) + 3 = 9t + 9 = 0, t = −1. Point de contact : (−1; −3; 1).
5) a) n⃗(1; 2; −2) · n⃗′(2; 1; 2) = 2 + 2 − 4 = 0 : (P ) ⊥ (Q).
b) (∆) est dirigée par n⃗ ∧ n⃗′ = (4 + 2)⃗ı + (−4 − 2)ȷ⃗ + (1 − 4)k⃗ = 6⃗ı − 6ȷ⃗ − 3k⃗, donc par w⃗(2; −2; −1). Pour z = 0 :
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x + 2y = −4 et 2x + y = −3, d’où x = −2
3 , y = −5

3 .

(∆) :


x = −2

3 + 2t

y = −5
3 − 2t

z = −t

(t ∈ R).

6) a) (1 − 1)2 + (1 + 2)2 + (3 − 3)2 = 9 : A ∈ (S).
b) (Q′) passe par A et a pour vecteur normal −→ΩA(0; 3; 0) : 3(y − 1) = 0, soit (Q′) : y − 1 = 0.

Exercice 4

1) (S) : (x − 1)2 + y2 + (z + 1)2 = 3, soit x2 + y2 + z2 − 2x + 2z − 1 = 0.

2) On utilise d
(
Ω; (D)

)
= ∥

−−→ΩM ∧ u⃗∥
∥u⃗∥

, où M est le point de paramètre 0 et u⃗ un vecteur directeur.

— (D1) : M1(2; 1; 0), u⃗1(1; 0; 1), −−−→ΩM1(1; 1; 1), −−−→ΩM1 ∧ u⃗1 = (1; 0; −1) : d1 =
√

2√
2

= 1 <
√

3 : (D1) coupe (S) en
deux points.

— (D2) : M2(1; 2; −1), u⃗2(1; 0; 0), −−−→ΩM2(0; 2; 0), −−−→ΩM2 ∧ u⃗2 = (0; 0; −2) : d2 = 2 >
√

3 : (D2) ∩ (S) = ∅.

— (D3) : M3(2; 1; 0), u⃗3(1; −1; 0), −−−→ΩM3 ∧ u⃗3 = (1; 1; −2) : d3 =
√

6√
2

=
√

3 = R : (D3) est tangente à (S) (au point

M3, puisque ΩM3 =
√

3).

Exercice 5

1) a) −−→
AB(1; 1; −2) et −→

AC(−1; 2; −1) : −−→
AB ∧

−→
AC = (−1 + 4)⃗ı + (2 + 1)ȷ⃗ + (2 + 1)k⃗ = 3⃗ı + 3ȷ⃗ + 3k⃗.

b) Ce vecteur non nul est normal à (ABC), donc aussi n⃗(1; 1; 1) : x + y + z + d = 0 avec A : d = −3.
2) (x − 3)2 + (y − 2)2 + (z − 1)2 = 9 + 4 + 1 − 5 = 9 : centre Ω(3; 2; 1), rayon R = 3.
3) a) Le point de paramètre 0 est Ω et le vecteur directeur (1; 1; 1) est normal à (ABC).
b) 3 + t + 2 + t + 1 + t − 3 = 0 ⇐⇒ t = −1 : H(2; 1; 0).

4) d
(
Ω; (ABC)

)
= |3 + 2 + 1 − 3|√

3
=

√
3 < 3. Le plan (ABC) coupe (S) suivant le cercle de centre H(2; 1; 0)

(projeté orthogonal de Ω) et de rayon r =
√

9 − 3 =
√

6.

Exercice 6

1) a) (x − 1)2 + (y − 2)2 + (z + 1)2 = 1 + 4 + 1 + 3 = 9 : Ω(1; 2; −1), R = 3.

b) d
(
Ω; (P )

)
= |1 + 2 − 1 − 5|√

3
=

√
3 < 3 : (P ) coupe (S) suivant un cercle (C).

c) Centre : H(1 + t; 2 + t; −1 + t) avec 3t − 3 = 0, t = 1 : H(2; 3; 0). Rayon :
√

9 − 3 =
√

6.
2) a) (D) ⊥ (P ) est dirigée par le vecteur normal (1; 1; 1) = u⃗. −→ΩA(1; −2; 2) et −→ΩA ∧ u⃗ = (−2 − 2)⃗ı + (2 − 1)ȷ⃗ +
(1 + 2)k⃗ = −4⃗ı + ȷ⃗ + 3k⃗.

b) d
(
Ω; (D)

)
=

√
16 + 1 + 9√

3
=

√
26
3 < 3 (car 26

3 < 9) : (D) coupe (S) en deux points.

c) (D) : x = 2 + t, y = t, z = 1 + t. En reportant : (1 + t)2 + (t − 2)2 + (2 + t)2 = 9 ⇐⇒ 3t2 + 2t = 0 ⇐⇒ t = 0
ou t = −2

3 . Les points sont A(2; 0; 1) et
(4

3; −2
3; 1

3

)
.

Exercice 7

1) a) −−→
AB(1; −1; 2), −→

AC(−1; 2; 1) : −−→
AB ∧

−→
AC = (−1 − 4)⃗ı + (−2 − 1)ȷ⃗ + (2 − 1)k⃗ = −5⃗ı − 3ȷ⃗ + k⃗.

b) −5x − 3y + z + d = 0 avec A : −5 + 1 + d = 0, d = 4. (ABC) : 5x + 3y − z − 4 = 0.
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2) a) Les vecteurs normaux (1; 1; −2) et (1; −1; 1) ne sont pas colinéaires : les plans sont sécants.
b) Direction : (1; 1; −2) ∧ (1; −1; 1) = (1 − 2)⃗ı + (−2 − 1)ȷ⃗ + (−1 − 1)k⃗ = (−1; −3; −2), donc (1; 3; 2). Le point
(0; 1; 1) appartient aux deux plans. (∆) : x = t, y = 1 + 3t, z = 1 + 2t (t ∈ R).
3) (S) : (x − 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 = 4.
4) −−→

JK(−2; 2; 0) : (JK) : x = 3 − 2s, y = 1 + 2s, z = 1. En reportant : (2 − 2s)2 + (2s)2 = 4 ⇐⇒ 8s2 − 8s =
0 ⇐⇒ s = 0 ou s = 1. Donc (S) ∩ (JK) = {J ; K}.

Exercice 8

1) −→
OA(1; 2; 0) et −−→

OB(2; 0; 1) ne sont pas colinéaires (−→
OA ∧

−−→
OB = (2; −1; −4) ̸= 0⃗).

2) n⃗ ·
−→
OA = 2 − 2 + 0 = 0 et n⃗ ·

−−→
OB = 4 − 0 − 4 = 0.

3) (OAB) : 2x − y − 4z = 0.
4) a) (∆) : x = 1 + t, y = 2 + 2t, z = 2t (t ∈ R).

b) d
(
M ; (P )

)
= |1 + t + 4 + 4t + 4t − 5|

3 = |9t|
3 = 3|t| = 1 ⇐⇒ t = 1

3 ou t = −1
3. Les points sont

(4
3; 8

3; 2
3

)
et(2

3; 4
3; −2

3

)
.

5) a) (Q) passe par le milieu
(

3
2 ; 1; 1

2

)
de [AB] et a pour vecteur normal −−→

AB(1; −2; 1) : x − 2y + z = 0.
b) (1; −2; 1) et (1; 2; 2) ne sont pas colinéaires : (Q) et (P ) sont sécants.

Exercice 9

1) −−→
AB(1; 1; −1), −→

AC(−1; 1; 0) : −−→
AB ∧

−→
AC = (0 + 1)⃗ı + (1 − 0)ȷ⃗ + (1 + 1)k⃗ = ı⃗ + ȷ⃗ + 2k⃗ ̸= 0⃗.

2) n⃗(1; 1; 2) normal : x + y + 2z + d = 0 avec A : d = −3. (On vérifie B : 2 + 1 + 0 = 3 et C : 0 + 1 + 2 = 3.)
3) (1; 1; 2) · (1; 1; −1) = 1 + 1 − 2 = 0.
4) Direction : (1; 1; 2) ∧ (1; 1; −1) = (−1 − 2)⃗ı + (2 + 1)ȷ⃗ + (1 − 1)k⃗ = (−3; 3; 0), donc (1; −1; 0). Le point C(0; 1; 1)
appartient aux deux plans. (D) : x = t, y = 1 − t, z = 1 (t ∈ R).
5) IM2 = (t − 2)2 + t2 + 4 = 2t2 − 4t + 8 = 2(t − 1)2 + 6, minimal pour t = 1 : M(1; 0; 1) = A, et d

(
I; (D)

)
=

√
6.

6) d
(
I; (ABC)

)
= |2 + 1 + 6 − 3|√

6
= 6√

6
=

√
6.

7) a) (x − 2)2 + (y − 1)2 + (z − 3)2 = 4 + 1 + 9 − 8 = 6 : sphère de centre I et de rayon
√

6 = d
(
I; (ABC)

)
, donc

tangente à (ABC).

b) x + y + 2z + d = 0 avec |9 + d|√
6

=
√

6, soit d = −3 (plan (ABC)) ou d = −15 : le plan cherché est
x + y + 2z − 15 = 0.

Exercice 10

1) a) −−→
AB(−1; 1; 1), −→

AC(1; −1; 1) : −−→
AB ∧

−→
AC = (1 + 1)⃗ı + (1 + 1)ȷ⃗ + (1 − 1)k⃗ = 2⃗ı + 2ȷ⃗. Aire : 1

2
√

8 =
√

2.
b) n⃗(1; 1; 0) : x + y + d = 0 avec A : d = −2. (ABC) : x + y − 2 = 0.

2) (S) : (x − 1)2 + (y − 2)2 + (z − 1)2 = 4, centre Ω(1; 2; 1), R = 2. d
(
Ω; (ABC)

)
= |1 + 2 − 2|√

2
=

√
2

2 < 2 :

l’intersection est le cercle de centre H
(

1
2 ; 3

2 ; 1
)

(point Ω + t(1; 1; 0) avec 2t + 1 = 0) et de rayon
√

4 − 1
2 =

√
14
2 .

3) d
(
B; (AC)

)
= ∥

−−→
AB ∧

−→
AC∥

∥
−→
AC∥

= 2
√

2√
3

= 2
√

6
3 .

4) a) Les vecteurs normaux (1; 0; −1) et (1; 1; 0) ne sont pas colinéaires : les plans sont sécants suivant une droite
(D) dirigée par (1; 0; −1) ∧ (1; 1; 0) = (0 + 1)⃗ı + (−1 − 0)ȷ⃗ + (1 − 0)k⃗ = (1; −1; 1).
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b) 2 − 1 − 1 = 0 et 2 + 0 − 2 = 0.
c) (D) : x = 2 + t, y = −t, z = 1 + t (t ∈ R).
5) a) x2 − 2mx + y2 − 2my + z2 − 2z + m2 = 0 ⇐⇒ (x − m)2 + (y − m)2 + (z − 1)2 = m2 + 1, et m2 + 1 > 0 :
(Sm) est la sphère de centre Ωm(m; m; 1) et de rayon Rm =

√
m2 + 1.

b) Ωm(m; m; 1) décrit la droite passant par (0; 0; 1) et dirigée par (1; 1; 0).

c) dm = d
(
Ωm; (P )

)
= |m − 1 − 1|√

2
= |m − 2|√

2
. Les deux nombres étant positifs, on compare leurs carrés :

d2
m − R2

m = (m − 2)2

2 − (m2 + 1) = −m2 − 4m + 2
2 .

Le trinôme −m2 − 4m + 2 a pour racines −2 −
√

6 et −2 +
√

6 et est positif entre elles.

— Si m ∈ ] − 2 −
√

6; −2 +
√

6[ : dm > Rm, (P ) ∩ (Sm) = ∅.
— Si m = −2 −

√
6 ou m = −2 +

√
6 : dm = Rm, (P ) est tangent à (Sm).

— Si m < −2 −
√

6 ou m > −2 +
√

6 : dm < Rm, (P ) coupe (Sm) suivant un cercle.
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