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Remarque — méthodes utilisées
n+1 ul u/
— Primitives usuelles : v'u™ — (n#—-1); — = Inul; —= — 2y/u; ve* — e“; v cosu > sinu;
n+1 u Vu
u’sinu»—>—cosu;1+tan2a:: 3 — tan x.
cos? x

b

a
et comparaison (avec a < b).

b b
— Intégration par parties : / uw(z)v'(z) dz = [u(m)v(x)] —/

a
qui se simplifie en la dérivant (Inz, un polynoéme...).

b

_ Aire: A= / )= () [ ey Gttt =N < Il
a

— Tous les résultats ont été contrdlés avec Python/sympy (build/verif_ch10.py).

b

a

b
— Intégrale : / f(z)dx = F(ac)} = F(b) — F(a) ou F est une primitive de f; Chasles, linéarité, positivité
a

o' (z)v(x) do. On choisit pour u la fonction

Exercice 1

ﬂf4 2
- Ilz [4_$3+2$

-1

— I = {—e*x—i—xﬂ;: (—i—l—l) —(-1)

e .

:(4—8+4)—(i+1—2):0—<—2)=i-

1 1 ! 4
— Avec u(xz) =2x+ 1> 0 sur [0;4] et v/(z) =2 : NoES! =3 X %, de primitive 2z + 1. I3 = [\/Zx—i- 1}0
3—-1=2.
1 1 1 VT
— Avec u(z) = 2%, v/(z) = 2z : xsin (2?) = §u’ sinu, de primitive —5 cos (z%). Iy = [—2 cos (372)}
0
L + 0 L +1 1
—— cos —cos0==-+=-=1.
2 Py 272
2 1 1 1
— 2242z = (z+1)2—1, donc éil)ﬂ; = 1—m, de primitive $+x 1 sur [2;3]. Is = (3 + 4)— (2 + 3)
_Ll_u
1212 / )
2z U 1 1 1 1 1
_ 2 . _ it — — —
- AVeC 'U/(.TJ) =x° 4+ 3: m = @, de prlmltlve _E 16 = |:_:1}2—|—3:|0 = —1 + § E

1
— Pourz <0, z|z| = —22; pour x > 0, z|z| = 2. Par Chasles : I; = / —z? dx+/ 22 dx = [
-2 0

817

3+3 3

— tan?z = (1 + tan®z) — 1, de primitive tanz — z sur [0; 5]

0

s

3

s

g =tan - — - =

3

3

3.

0
1 3 2 1 27)°
— Avec u(z) = 2% + 2z, v/ (x) =2(z + 1) : (z + 1) (2% + 21‘)2 = §u’u2, de primitive % Iy = (x—i—6x)] -
-1
13
NS
6 6 5 5
—azver+1l = ((z+1) - 1)Voe+1 = (z + 1)2 — (z + 1)2, de primitive 5(:1; +1)3 — g(x +1)2. Iy =
2 2 2 2 62 14 116
Sx3oIxs) (2o )=2 o2
(5 3 ) (5 3) 5 3 15
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us
5 5..]2
: . o cos’ x cos® x
— Avec u(z) = cosz, u/(r) = —sinz : sinz cos* z = —v/u?, de primitive — 5 I = l ] =0+ 5=

! 2t t 2
— (V& +¥5) = = Iy = |V +5| =3-15.
( ) WEL5 JE+5 [ }o Ve
3 2 3,15 [3 2
—3-2>0 = t>2 ParChasles:Ilgz/ (2—3t)dt+/2(3t—2)dt: {2t—2t2] +[2t2—2t}
0 5 0
2 8 10 ’

333
1\/ 1 1 1 1
— (ez) = —ﬁez donc ﬁez a pour primitive —e sur [1;2]. [14 = —e2 + &' = e — /e.
1 1 !
— Avec u(x) =Inz > 0 sur [e;e?] et u/(z) = ~ : e u—, de primitive In(Inx). I15 = In (Ine?) — In(lne) =
r zlnz

In2—-—In1=1In2.
sin x u o V3

= —— avec u = cos > 0 sur [%; %], de primitive —In(cosz). I15 = —lnf + ln— Inv3 =
cosx u

— tanx =

1
51113

Exercice 2

Dans chaque cas, on indique le choix de u et v/, puis v’ et v; les fonctions u et v sont dérivables & dérivées

continues sur 'intervalle d’intégration.

1 2 2
—I1:uzln@v’zl;u’zf,v:x[l:{xlnx} f/ lder=2In2 —1.
x 1 1
1 e e 2 €
—Ig:uzlnx,v’:2x+1;u’:—,v:x2+m.12:[(m2+x)lnx}1—/(x+1)dx:e2+e— +x
x 1
1
e’ +e— é—i—e—% —é—l-%
2 2) 2 2
1 1 1 1 1
— Lru=z,v=e%;u =1v=—e" [3:[_336*1} + [ e zdx——f—i—{—e_x} =——4+1-=-=1--
o Jo e ¢ , €
1 1 1 1 1 1 1
— I, :onéerit —er = — x —er;u=—, v = —er;u = ——, v =—er 142[—6910:| —/ —erdr =
x3 r  x? T 2 2 T 1 1 x2
(—\gé + e) (e —+Ve) = \éé (on a réutilisé I14 de 'exercice 1)
1 x? x? e g3 et et—1 3et+1
— Is:u=1 === v=" = |1 —/—d:—— =
sru=le, o =2t = v=" I l4 nx]l I T = G G
1 1 1
1 2 21 1 2 -1 1
— IG:u:x,v’:eh;u’:l,v:§e2x.16: [92562‘6];—/02 262‘”dazzi—[462m]§:2—64 =7
1 4 2
— Iriu=x,v = =5 su' =1, v=2yx+2. I = [23:\/$+ } 1—/ 2Vx 4+ 2dx = (842)— {3(3}—#2)‘;’]
T - 1
10-2g-1)=2
3 -3 s )
1 1 1 1 d In2 1 1 In2
— Iy U—IDCE,’U,—,U/—,U:.ISZ|:M:| ar_ A= [] =2
2 T x 1 1 x2 2 x|, 2 2
— Ig:u=x,v =sinz;u =1,v=—coszx. Iy = [—Z'COSZ'}:—F/ZCOSI‘CZZL‘:O—I— {sinx}: =1
0
e ™
— TLp:u=2% 1 =sinz; v =2z, v=—cosz. Iloz[—x2cosx}0+2/ zcoszdr =72 +2A. Pour A : u =z,
0
e T
v’:cosx;u’zl,v:sinx:A:[xsinx}o—/ sinzdr =0— 2= —2. Donc Iy = 7% — 4.
0

™

— /05 %sin(2x) dr =0— [—le cos(2x)]

[VE]

1
— I iu=x,v =cos(2x);u' =1,v= 5 sin(2x). I11 = Bj sin(2x)]

<1+1)_ 1
4 4) 2
— Ip:u=2a% v =cosz; v =2z, v=sinz. [1p= {$2Sin$}

0

2 2

e
A rsimx axr 1 9 4

[=EERNTE
[ME]
3
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— I3 : deux intégrations par parties. Avec u = sinz, v/ = ¢e* : I13 = {ew sin x}: — /2 e*coszdr = e? — B. Avec
0
ez +1
1 2
3
— Iy :on éerit 2PVa2+4 = 22 xaval+4; u =220 = oVl +4; 0 = 2z, v = 3 (2 +4)2 (en effet

u=cosxz, v =e*: B= [e’”cosa:}E +/2 e®sinzdr = —1 + I13. Donc I3 = e? + 1 — I3, soit I13 =
0 0

\/5 \/5
1 3 1 x2 3 1 V5 3 5x27 172 5
! __ e 2 _ 2 = 2 2 _ N 2 2 _
v f3><2><2w(x +4)2). 14 = l?’ (22 +4)2 3/0 23;(37 —1—4) dr = 3 3[5 (a; +4) ]0 =
2 422 253
g 15( 3-32) =45 15 15

Exercice 3

1. I = [tan:n}f = /3.

2. a. f(z) =sinz x (cosz)?, donc pour tout z € [0; z]:

- _ 1 3sin’x 1 3 (1 — cos?x) 3 2
/ _ 3 . . 4 _ _ -
f'(x) = cosz (cosx) ” +sinx x 3sinx (cosx) _coszx+ p— _00523:+ P = i s cola
5 - 3
2. b. f est continue sur [0; g],donc/o f(x) dm:f<3> — f(0). Par linéarité : 3J—2I:%—O:4\/§.
8
2. c. 3J =43+ 21 = 4v/3 4 2v/3 = 6+/3, donc J = 2V/3.
Exercice 4
x Vat+3+z o' ()
1. a. Pour z € [0;1], u(z) =z + Va2 +3>0et v'(z) =1+ = . Donc f'(z) = =
) [051], u(z) () N N f(@) u(z)
Va2 +3
1 1
1. b. f est une primitive de z — T sur [0;1] : I = f(1) — f(0) =In3 —In/3 = §ln3.
x
1 2 1
2. a. Par linéarité : J + 31 = dez/ Va? +3dr = K.
0 Va2 43 0
2. b.u=va2+3, v =1;u - K[\/23}11x2d2.]
.bou=vVr-+3,v=1v=—7F——,v=20: = |zVXs + —/71':—.
Va2 +3 0 Jo va?+3
2—31

3 3
2.c.De J4+3I =2 —J on tire J = :1—11n3,puisK:2—J:1+Zln3.

Exercice 5

~ 2e¥(14+2) — e (2z+1)e*®

1. f est dérivable sur | — 1;+o0[ et f/(x) , du signe de 2z + 1. f est donc

(1+x)? (14 2)2
-1
e
strictement décroissante sur ] —1; —%} et strictement croissante sur [—%; 400 {, avec un minimum f (—%) = =
2
2 .. . , _9 , . + 6230 2.flf
—. Limites : lim f(x) = 400 (numérateur — e~ = > 0, dénominateur — 07); en +o00, f(z) = — X
e r——1+ 20  1+=x
+00.
ae ! —% +00
f'(z) -1 0 1+
f +oo | N\ % | oo

2. [0;1] C [—%;—i—oo[ ou f est croissante : pour = € [0;1], f(0) < f(z) < f(1), soit 1 < f(z) < 622.
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z? 1—x)(1 2 12 2 1
3.a.Pourz#—-1:1—2z+ ( z)(1+2z)+x _ 2*+a?

l+z 1+z 142 14ax
2x 6290 €2x
3. b. En multipliant par €2 : pour x € [0;1], (1—x)e?* +a2 72132 c’est-a-dire (1—xz)e?*+22f(z) = T2

On integre sur [0; 1] et on utilise la linéarité.

1 1 1- byt 1 e2—1 €e*-3
4ou=1-z,0 =¥ =~-1,v= 562“3 : /0 (1—x)e** dx = {23662“3}0%—2/0 X dy = —= 45 YR c T
5. Pour z € [0;1], 22 > 0; en multipliant I'’encadrement de la question 2 : 22 < 22 f(z) < —22. Comme 0 < 1,

62

1 1 2 1 1 1
on integre : / 2 dr < / 22 f(x) dx < e—/ 22 dzx, soit = < / 2 f(x)dr < —.
0 0 2 Jo 37 Jo 6

2
)
2

Exercice 6

1. Pour x € [0;)], 22 +3 > 0 et e > 0, donc f(z) > 0. L'unité d’aire vaut 2 x 2 = 4 cm?, donc S()\) =
A

4/ (2x + 3)e” " dx. Par parties : u=2x+ 3,0 =e *;u =2, v=—e"7":
0

A by A
/ (20 +3)e "dz = | - (22 + 3)6*96]0 + 2/ e Tdr=—(22+3)e M +34+2(1- ) =5 (2A+5)e
0 0
Donc S()\) = 20 — 4(2)\ + 5)e™ cm?.

2. lim e =0et lim e*=0,donc lim S(\) =20 cm?
A—+00

A——+00 A——+00

Exercice 7

2—Inzx 2 Inz Inz  2Inyx
l.a. f(z)—(z+1) = =——-—.0r—= — 0 quand 2 — +o00 (on pose X =/ — +00
Voo e f VT
(x+1)) =0: (D) est asymptote a (C) au voisinage de +oo0.

T—+400

1. b. \/z > 0, donc f(z) —

est au-dessus de (D) sur |0;e?[, en dessous sur |e%; 400, et elles se coupent au point (e e +1).

et % — 0). Donc lim (f(x)—
( 2

x4 1) ale signe de 2 — Inx : positif si z < €?, nul si x = e negatlf siz > e (Cy)

Moo —

2. Sur [e%; )], (D) est au-dessus de (Cy) et I'unité d’aire est 1 cm? : S(\) = , nff dx. Par parties pour
1 1 1 )
% cu=1Inz, v = ﬁ; u = U= = 2y/z, d’ou la primitive 2flnx/\f = 2y/xlnz — 4y/z. Une

-2
T/HE est donc 2y/zlnz — 8\/x, et

primitive de
S(\) = (2\F)\ln)\ - 8\f)\> — (4e — 8e) = 2V A (In A — 4) + 4e cm?.
(Controle : S (€2) = 2¢(2 —4) +4e =0.)

Exercice 8

b 1)+ b
@11 + RSN = G(ZU—:_ 1));_ = az;—:_al; . Par identification avec 3x — 1 :a=3 et a+ b= —1, d’ou
4

a=3,b=—-4: f(x)=

1. f(x) existe si et seulement si x +1#0: Dy =R\ {—1}.
a

2

(z+1)2 (z+1)3
2
x+1+(x+1)2

—4 x ($+1 Donc/f (—1+3)—(—3+2):

Exercice 9

3.[0;2] C] - 1; —1—00[, ou f est continue. Une primitive est — (car —4(x + 1)73 a pour primitive

Corrigé de la série — Ch. 10 : Calcul intégral 4



Lycée Qualifiant Ibn Hazm Prof. El Koudri Hamza 2BAC PC SVT - 2026-2027

1 1 , 1, 1 1 I(a) { lnxr_i_/“ dx lna+[ 1 r Ina 1 +1
cu=Inz, v =—;u=—v=—v5:1(a)= |- — =t || = -5+ - =
a3’ x’ 212 202], )1 2a3 2a2 422 ] 202  4a? 4

1 2lna+1
4 4a?

In 1 1 1 1
p ——0et - —0,donc lim I(a)=—.

a? a a a? a—+oo 4

1
3. La fonction x — % est continue sur [1;a] (z > 0 et 3 + 1 > 0), donc J(a) existe. Sur [1;a], Inxz > 0 et
x

2341 > 0, donc la fonction intégrée est positive; comme 1 < a, J(a) > 0.

4. Pour x > 1:2% >1,donc 0 < 23 < 23 +1 < 23 4+ 23 = 223. La fonction inverse étant décroissante sur

10; 4o0] : < — 1 1o Itiplie par Inz > 0 : ln”"<h”'5 — togre de 14 a (1 < a)
i4ool r —= n multiplie par In z —_ uis on integre de 1 a a a):
’ 23*x3+1* piep 203 — 2341 3P &

S1(a) < J(a) < I(a).

Exercice 10

t 2 2 2t 2(t+2) -2t 4
1. a.P t=e*>0.1-— = i — = = . E Itipliant
a. Posons et > T13 =g PUS g 12 e 127 n multipliant par
1 1
70" obtient 127 : I’égalité est vraie pour tout x € R.
xT / 2% 2
1. b. Avecu:e”+2(u’:e$):ewe+2:%apour primitive In (e” + 2), et(e£j—2) u—l;apour primitive
2
— . Donc
er 42
1 2 12 1 1 2 1/, 3 1 1.3 1
J=—|z—In(e +2 = |(m2-mda+-)—(-m3+2)|=>(m2—2)=-Im>— .
4[3” n(e+)+ew+2]0 4[(“ 1 +2> ( n+3>] 4(n2 6) TR RV
e’ 1
2.u=2,0=——3;u =1, 0=————= (forme v'u"?). Donc
(e + 2) 2(e* 4 2)
. PR 1/1n2 dx b2 1, W2 1,3 1
= _—— — —_—— = — — = —— — 1n — _
2 +2)7°), 2 v 122 32 2 32 8 2 48

3. a. sin(3z) = sin(2z+2) = sin(2x) cos x+cos(2z) sinz = 2sinz cos? z+ (1 — 2sin? z) sinz = 2sinx (1 — sin® x) +

sinz — 2sin 2 = 3sinx — 4sin® . Donc sin®x = i (3sinz — sin(3z)).
1 (% 1 3)]12 1 1 1 8 2
3.b. L= 4/02 (3sinx — sin(3z)) de = 1 {—30083@—}— COS; x)}o =1 {O— (-3-}- 3)] =1%X373

Exercice 11

1. Une primitive de

5— +2sin(27) est tanz — cos(2z). L'intégrale vaut (tan % — Cos ﬂ) - (tan T cos W) =

cos 2 6 3

1_§+1:§_\/§
3 2 2 3
(22

/ 1 2 _ 2 2 1 _ 2
2. Pour tout x € R (2 +3 > 0) : <2x ) = x (2% +3) 2$X T 5 x2.Donc/ %dx:
2 +3 (22 +3) (x2 +3) 0 (z2+3)
1
x|t
|:332+3:|0_4

Exercice 12

X

1. sinz cos? & — sinx cos* z = sin z cos? x (1 — cos? x) = sin x cos? z sin? & = cos? z sin® x.
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/ . . 5 - cos®z A 4 cos® z
= —sinz) : sinzcos®z = —vu'u” — — et sinx cos®x = —u'u* — —

2. Avec u = cosz (u . Donc

I c083x+cos5:vg_< 1+1> <1+1>_ 17+64_47
a 3 5 0_ 24 160 3 5/ 480 480 480"

Exercice 13

1.(z+1) (22 —2+3)-3=a2—2?+32+2%>—2+3—3 =23+ 22. On divise par z+1 > 0 : pour tout z € [0;1],

3
z° + 2% 9 3
—2—r+3—
rz+1 ot r+1
1
2ou=In(x+1),v =322 +2;u/ = —— v=03+2x:

x+1’

1 L3 422 3 2
_ 3 _ — I _
I=[(x +2x)1n(:1:+1)}0 /0 e =32~ | = T e = 3ln(r + 1)

0

1 1 17
=3ln2—-(-—-—=4+3—-3n2)=6In2— —.
n (3 2—i— n) n 6

Exercice 14

1 1 !
1. Sur [L;e], u(z) =2+ Inx > 2 > 0 et v(zx) = ok 2 ) = % a pour primitive In(2 + Inx). Donc
e
/ di:r:ln3—ln2:ln§.
1 z(2+1Inz) 2

3
2. Sur [1;¢€], f(x) > 0 et I'unité d’aire vaut 2 x 2 = 4 cm?. L’aire est A = 41n B em? & 1,62 cm?.

Exercice 15

0
1. H est dérivable sur R et H'(z) = e*+ (z—1)e® = ze® = h(x). Donc / ze” dr = H(0)—H(—2) = —1+3e2 =

5 -2
—- — 1.
o2
0
2.u=a+2 v =€ u =2, v=_¢" :/ (:C2+2)exd$: [(x —|-2 —2/ ze’ dr = (2—) -
—2
3 12 3
3. f(@) — (z+2) = — (22 +2) €® < 0: (Cf) est en dessous de (D). Le repere étant orthonormé, ||7]| = ||7]| = 2 cm
0 3 3
et I'unité d’aire vaut 4 cm? : A = 4/ (z+2)— f(x)dz=4x4 <1 - 2> =16 <1 — 2) cm? &~ 9,50 cm?.
-2 € &

Exercice 16

37¢ 3_1q 1 3 3 e e 2 3 @31
1.Iozlx] S .PourIlzu:lnx,U':xQ;u':,v:x:h:[mlnx] —/ %dac:e——e =
x 1
1

3 3 3 3 L 3 9
2¢3 + 1
g
1 n 3 3 €
2. a. Soit n € N*. 4 = (Inz)"*, v = 2%2; v/ = (n + 1>(n;) , U= % D Iy = [g(lnm)”“]
1
1 e 3 1
n;— /le(ln:L‘)"da::% n;— I,, dott 31,41 = € — (n+ 1)1,,.
4e3 +2  bed -2 5e3 — 2
2.b.Pourn=1:3=¢3—2[; =¢3— 69+ = 69 , donc Iy = 627 .

3. Pour x € [15¢] : 0 < Inz < 1, donc (Inz)"™! = (Inz)" x Inz < (Inz)". En multipliant par 22 > 0 et en
intégrant (1 <e) : Iy < I,,. La suite (I,)n>1 est décroissante.
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Inx)” Inz)” Inz)” Inz)”
4. a. Pour # € [l;e] : 1 < 2% < €3 et (Inz) > 0, donc (In2) < x3(nx) < 63(n$) , C’est-a-dire
T x
n n
(Inz) < 22(nz)" < Inx)
T T
1 n e (] n 1 n+17€
4. b. (In) =u'u" avecu =1Inz : / M T = (lnz) = . En intégrant I'encadrement (1 <) :
1 x n+1 L, nt 1
1
<I, < € . Comme lim = lim —— =0, le théoréeme des gendarmes donne lim I, =0.
n+1 n+1 n—+oon+1 n—o+toon+ n—+o00
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