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Remarque — méthodes utilisées

— Quotient : multiplier par le conjugué du dénominateur. Second degré à coefficients réels : ∆ < 0 donne
z = −b±i

√
−∆

2a .
— AB = |b − a| et

(−−→
AB,

−→
AC

)
≡ arg c−a

b−a [2π] ; rotation : z′ − ω = eiθ(z − ω) ; homothétie : z′ − ω = k(z − ω).
— Tous les résultats ont été contrôlés avec Python/sympy (build/verif_lot4.py).

Exercice 1

— z1 = 3 − 4i

(3 + 4i)(3 − 4i) = 3 − 4i

25 = 3
25 − 4

25 i.

— z2 = (2 − i)(1 − 3i)
1 + 9 = 2 − 6i − i + 3i2

10 = − 1
10 − 7

10 i.
— z3 = 1 + 4i + 4i2 = −3 + 4i.
— 2027 = 4 × 506 + 3, donc z4 = i3 = −i.

— 1 + i

1 − i
= (1 + i)2

2 = 2i

2 = i, donc z5 = i3 = −i.

— 1
2 + i

+ 1
2 − i

= (2 − i) + (2 + i)
5 = 4

5, donc z6 = 4
5 + 1

5 i.
— (2 − i)3 = 8 − 12i + 6i2 − i3 = 2 − 11i et (1 + i)3 = 1 + 3i + 3i2 + i3 = −2 + 2i : le numérateur vaut 4 − 13i.

(1 − 2i)3 = 1 − 6i + 12i2 − 8i3 = −11 + 2i et (1 − i)2 = −2i : le dénominateur vaut −11. Donc z7 = − 4
11 + 13

11 i.

Exercice 2

1. ∆ = 1 − 4 = −3 =
(
i
√

3
)2

: S =
{

−1
2 −

√
3

2 i ; −1
2 +

√
3

2 i

}
.

2. zA′ = ei π
2 zA = izA = −

√
3

2 − 1
2 i.

zA − zA′ =
√

3 − 1
2 +

√
3 + 1
2 i, donc A′A2 =

(√
3 − 1

)2
+
(√

3 + 1
)2

4 = 8
4 = 2.

zC − zA′ =
√

7 −
√

3
2 +

√
3

2 + 1
2 i =

√
7

2 + 1
2 i, donc A′C2 = 7

4 + 1
4 = 2.

Ainsi A′A = A′C =
√

2 : le triangle AA′C est isocèle en A′.
3. a. zB′ = ei π

4 zB.

3. b. zB = −1
2 −

√
3

2 i = cos
(

−2π

3

)
+ i sin

(
−2π

3

)
= e−i 2π

3 , donc zB′ = ei( π
4 − 2π

3 ) = e−i 5π
12 = cos

(
−5π

12

)
+

i sin
(

−5π

12

)
.

3. c. zB′ =
√

2
2 (1 + i)

(
−1

2 −
√

3
2 i

)
=

√
2

2

(√
3 − 1
2 −

√
3 + 1
2 i

)
=

√
6 −

√
2

4 −
√

6 +
√

2
4 i.

3. d. Par identification des parties réelles et imaginaires (et parité de cos, imparité de sin) : cos 5π

12 =
√

6 −
√

2
4

et sin 5π

12 =
√

6 +
√

2
4 .
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Exercice 3

1. ∆ = 4 − 20 = −16 = (4i)2 : S = {1 − 2i ; 1 + 2i}.

2. a. u = 3 + 4i − (1 + 2i) = 2 + 2i. |u| = 2
√

2 et u = 2
√

2
(√

2
2 +

√
2

2 i

)
= 2

√
2
(

cos π

4 + i sin π

4

)
, donc

arg(u) ≡ π

4 [2π].

2. b. arg (u) ≡ − arg(u) ≡ −π

4 [2π].

2. c. a − ω = 3 − 1 − 2i = 2 − 2i = u. Donc ΩA = |a − ω| = |u| = |u| = |b − ω| = ΩB, et arg
(

b − ω

a − ω

)
≡

arg u − arg u ≡ π

4 + π

4 = π

2 [2π].

2. d. On a ΩA = ΩB et
(−→ΩA,

−→ΩB
)

≡ π

2 [2π] : l’image de A par R est B. (Vérification : ω + i(a − ω) =
1 + 2i + i(2 − 2i) = 3 + 4i = b.)

Exercice 4

1. ∆ = 4 − 16 = −12 =
(
2i

√
3
)2

: S =
{

−1 − i
√

3 ; −1 + i
√

3
}

.

2. a. a − d = −3 + 2
√

3 + i
√

3 et c − d =
(√

3 − 2
)

− i, donc −
√

3(c − d) = −3 + 2
√

3 + i
√

3 = a − d.

2. b. a − d

c − d
= −

√
3 ∈ R : les points A, C et D sont alignés.

3. z′ = ei 2π
3 z et ei 2π

3 = −1
2 +

√
3

2 i = 1
2a, donc z′ = 1

2az.

4. a. h = 1
2ab =

(
−1 + i

√
3
)

(1 + i) =
(
−1 −

√
3
)

+
(√

3 − 1
)

i. Et p = a − c =
(√

3 − 1
)

+
(√

3 + 1
)

i, donc

ip = −
(√

3 + 1
)

+
(√

3 − 1
)

i = h.

4. b. h − 0
p − 0 = i : donc OH = OP et

(−−→
OP,

−−→
OH

)
≡ π

2 [2π]. Le triangle OHP est rectangle et isocèle en O.

Exercice 5

1. a. L’écriture complexe de la rotation de centre A et d’angle 2π
3 est z′ − 1 = ei 2π

3 (z − 1). L’image de B a pour

affixe 1 +
(

−1
2 +

√
3

2 i

)
(2i) = 1 − i −

√
3 = d.

1. b. Une rotation conserve les distances au centre : AD = AB = |2i| = 2. B et D appartiennent au cercle (Γ) de
centre A et de rayon 2.

2. a. zF − b = 3
2(a − b), donc zF = 1 + 2i + 3

2(−2i) = 1 − i.

2. b. c + d

2 = 2 − 2i

2 = 1 − i = zF : F est le milieu de [CD].

2. c. c − zF =
√

3 et a − zF = i, donc c − zF

a − zF
=

√
3

i
= −i

√
3.

2. d. −i
√

3 =
√

3 e−i π
2 .

3. D’après 2.d,
(−→
FA,

−−→
FC

)
≡ −π

2 [2π] : (AF ) ⊥ (FC), c’est-à-dire (AF ) ⊥ (CD) (car F ∈ [CD]). Comme F est
le milieu de [CD], la droite (AF ) est la médiatrice de [CD].
Construction : on place F (image de A par l’homothétie), on trace la perpendiculaire à (AF ) en F ; comme
AC = |

√
3 − i| = 2 et AD = 2, les points C et D sont les intersections de cette perpendiculaire avec le cercle (Γ).
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Exercice 6

On pose z = x + iy avec x, y réels.

1. |z − (2 − i)| = 3 : cercle de centre Ω1(2 − i) et de rayon 3.
2. |z − (1 − 2i)| = |z − (−3 + i)| : médiatrice du segment [AB] avec A(1 − 2i), B(−3 + i), c’est-à-dire la droite

d’équation 8x − 6y + 5 = 0.
3. Avec A(−2i) et B(4 − i) : z − zA

z − zB
∈ R (z ≠ zB) ⇐⇒ M = A ou

(−−→
BM,

−−→
AM

)
≡ 0 [π] : droite (AB) privée

de B.
4. z − zA

z − zB
∈ iR ⇐⇒ M = A ou (AM) ⊥ (BM) : cercle de diamètre [AB] privé de B.

5. 1 + iz = i(z − i) et 1 − z = −(z − 1), donc 1 + iz

1 − z
= −i

z − i

z − 1, qui est imaginaire pur si et seulement si
z − i

z − 1 ∈ R : droite passant par C(i) et D(1), privée de D.

6. Pour z ̸= 0 : z − 2
iz

= −i
z − 2

z
∈ iR ⇐⇒ z − 2

z
∈ R : droite (OE) avec E(2), privée de O, c’est-à-dire

l’axe des abscisses privé de O.
7. |z − (−1 + 3i)| = 2 : cercle de centre Ω2(−1 + 3i) et de rayon 2.
8. iz + 3 − i = i (z − 1 − 3i) et |i| = 1 : |z − (1 + 3i)| = 4, cercle de centre Ω3(1 + 3i) et de rayon 4.
9. |z − (2 + i)| = |z − (−1 + 2i)| : médiatrice du segment joignant les points d’affixes 2 + i et −1 + 2i, c’est-à-dire

la droite d’équation y = 3x.
10. zz = x2 + y2, z + z = 2x, z − z = 2iy : la condition s’écrit x2 + y2 + 2x + 2y = −2, soit (x + 1)2 + (y + 1)2 = 0,

d’où x = y = −1. L’ensemble est réduit au point d’affixe −1 − i.
11. Demi-droite d’origine O (privée de O) dirigée par le vecteur d’affixe ei π

3 .

Exercice 7

1. ib = i +
(
2 −

√
3
)

= a.

2. a. a2 =
(
2 −

√
3
)2

−1+2
(
2 −

√
3
)

i =
(
6 − 4

√
3
)

+2
(
2 −

√
3
)

i et 2
(
2 −

√
3
)

a =
(
14 − 8

√
3
)

+2
(
2 −

√
3
)

i.

Donc a2 − 2
(
2 −

√
3
)

a + 4
(
2 −

√
3
)

= 6 − 4
√

3 − 14 + 8
√

3 + 8 − 4
√

3 = 0.

2. b. De 2.a : a2 = 2
(
2 −

√
3
)

a − 4
(
2 −

√
3
)

= 2
(
2 −

√
3
)

(a − 2) = 2
(
2 −

√
3
) (

−
√

3 + i
)

= 2
(
2 −

√
3
)

c.

2. c. |c| =
√

3 + 1 = 2 et c = 2
(

−
√

3
2 + 1

2 i

)
: arg c ≡ 5π

6 [2π].

2. d. 2
(
2 −

√
3
)

> 0, donc
∣∣a2∣∣ = 4

(
2 −

√
3
)

et arg
(
a2) ≡ 5π

6 [2π]. Ainsi |a| = 2
√

2 −
√

3 et 2 arg a ≡ 5π

6 [2π],

soit arg a ≡ 5π

12 [π]. Comme ℜ(a) = 2 −
√

3 > 0 et ℑ(a) = 1 > 0, un argument de a appartient à
]
0; π

2
[

:
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arg a ≡ 5π

12 [2π] et

a = 2
√

2 −
√

3
(

cos 5π

12 + i sin 5π

12

)
.

2. e. a

b
= i, donc arg

(
a

b

)
≡ π

2 [2π].

3. a. b = a

i
= −ia, donc b2 = −a2, soit a2 = −b2 : A est l’image de B par la rotation de centre O et d’angle π

(d’écriture z′ = −z).

3. b. a2

c
= 2

(
2 −

√
3
)

∈ R : O, A, C sont alignés. Et b2

a2 = −1 ∈ R : O, A, B sont alignés. Donc A, B, C et O

sont alignés.

Exercice 8

1. ∆ = 16 − 20 = −4 = (2i)2 : S = {2 − i ; 2 + i}.
2. a. z′ − 3 = e−i π

2 (z − 3) = −i(z − 3), donc z′ = −iz + 3 + 3i.
2. b. c = −i(2 − i) + 3 + 3i = −2i − 1 + 3 + 3i = 2 + i.

2. c. C = R(B) avec R de centre A et d’angle −π
2 : AC = AB et

(−−→
AB,

−→
AC

)
≡ −π

2 [2π]. Le triangle ABC est
rectangle et isocèle en A.
3. a. d = c + (b − a) = 2 + i + (−1 − i) = 1.
3. b. −−→

CD = −−→
AB : ABDC est un parallélogramme ; il a deux côtés consécutifs égaux et perpendiculaires (AB = AC,

(AB) ⊥ (AC)) : ABDC est un carré.
3. c. |z − c| = |c| = OC =

√
5 : cercle de centre C et de rayon

√
5 (il passe par O).

Exercice 9

1. ∆ = 48 − 64 = −16 = (4i)2 : S =
{

2
√

3 − 2i ; 2
√

3 + 2i
}

.

2. a. |a| = |b| = 4 ; a = 4
(√

3
2 − 1

2 i

)
= 4

(
cos

(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

))
et b = 4

(
1
2 +

√
3

2 i

)
= 4

(
cos π

3 + i sin π

3

)
.

D’après la formule de Moivre, a18 = 418 (cos(−3π) + i sin(−3π)) = −418 ∈ R.

2. b. b

a
= ei( π

3 + π
6 ) = ei π

2 = i : OB = OA et
(−→
OA,

−−→
OB

)
≡ π

2 [2π]. Le triangle OAB est rectangle et isocèle en O.

3. a. e = a + b =
(
2
√

3 + 2
)

+
(
2
√

3 − 2
)

i.

3. b. −−→
OE = −→

OA + −−→
OB : OAEB est un parallélogramme, et d’après 2.b il a un angle droit en O et deux côtés

consécutifs égaux : c’est un carré.
4. a. z′ − b = −i(z − b), donc z′ = −iz + (1 + i)b = −iz + (1 + i)

(
2 + 2

√
3 i
)

= −iz + 2 − 2
√

3 +
(
2 + 2

√
3
)

i.

4. b. c = −i
(
2
√

3 − 2i
)

+ 2 − 2
√

3 +
(
2 + 2

√
3
)

i = −2
√

3 i − 2 + 2 − 2
√

3 + 2i + 2
√

3 i = −2
√

3 + 2i.

5. a. d = 2
√

3 + 6i =
√

3
(
2 + 2

√
3 i
)

=
√

3 b : d

b
=

√
3 ∈ R, donc O, B et D sont alignés.

5. b. d − c

a − c
= 4

√
3 + 4i

4
√

3 − 4i
=

(√
3 + i

)2

4 = 2 + 2
√

3 i

4 = 1
2 +

√
3

2 i = ei π
3 .

Donc CD = CA et
(−→
CA,

−−→
CD

)
≡ π

3 [2π] : le triangle ADC est équilatéral.
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Exercice 10

M(z) est invariant ⇐⇒ z = −3z + 8 + 4i ⇐⇒ z = 2 + i : le seul point invariant est Ω(2 + i).
Alors z′ − (2 + i) = −3z + 6 + 3i = −3 (z − (2 + i)) : f est l’homothétie de centre Ω(2 + i) et de rapport −3.

Exercice 11

1. a. z′ − s = 3(z − s), soit z′ = 3z − 2s = 3z + 2 − 4i.
1. b. c = 3(2 + i) + 2 − 4i = 8 − i et d = 3(−i) + 2 − 4i = 2 − 7i.

1. c. c − a

b − a
= 6 − 2i

−2 − 2i
= −1 + 2i /∈ R (A, B, C non alignés) et b − d

c − d
= −2 + 6i

6 + 6i
= 1 + 2i

3 .

Donc c − a

b − a
× b − d

c − d
= (−1 + 2i)(1 + 2i)

3 = −5
3 ∈ R : les points A, B, C et D sont cocycliques.

2. a. p = a + c

2 = 10
2 = 5.

2. b. ω − p

b − d
= −3 − i

−2 + 6i
= (−3 − i)(−2 − 6i)

40 = 20i

40 = 1
2 i.

En passant au module : PΩ = 1
2DB, soit DB = 2PΩ. En passant à l’argument :

(−−→
DB,

−→
PΩ

)
≡ arg

(
ω − p

b − d

)
≡

π

2 [2π].

Exercice 12

1. sin2 x =
(

eix − e−ix

2i

)2

= 2 − e2ix − e−2ix

4 = 1 − cos 2x

2 et cos3(2x) =
(
e2ix + e−2ix

)3
8 = 2 cos 6x + 6 cos 2x

8 =

cos 6x + 3 cos 2x

4 .

Donc sin2 x cos3(2x) = 1
8
(
3 cos 2x + cos 6x − 3 cos2 2x − cos 2x cos 6x

)
. Avec cos2 2x = 1 + cos 4x

2 et

cos 2x cos 6x = cos 4x + cos 8x

2 :

sin2 x cos3(2x) = − 3
16 + 3

8 cos 2x − 1
4 cos 4x + 1

8 cos 6x − 1
16 cos 8x.

2. sin a sin b =
(
eia − e−ia

) (
eib − e−ib

)
(2i)2 = −ei(a+b) + e−i(a+b) − ei(a−b) − e−i(a−b)

4 = −2 cos(a + b) − 2 cos(a − b)
4 ,

soit sin a sin b = 1
2 (cos(a − b) − cos(a + b)).
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