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20262027

Remarque — méthodes utilisées

— Domaine d’abord : les arguments des logarithmes doivent étre strictement positifs.
— ImnA=InB << A=BetlnA<lnB < A< B (pour A > 0, B > 0); changement d’inconnue
X=Inz.

— Limites de référence : 22

ZF —0en +oo, rlnz — 0 en 0.
— Tous les résultats ont été contrdlés avec Python/sympy (build/verif_lot3.py).

Exercice 1

1. (Ey) : domaine | —2;4[. In(x +2) =In(4d —2) <= z+2=4—2 <= z=1¢€|-2;4[. S ={1}.

(Eg) : 2?2 =22+ 3 = (x — 1) +2 > 0 pour tout réel z : domaine R. (Ey) < 2?2 —-2r+3=6 < 22-2r-3=
0 <= (z-3)(z+1)=0.5={-1;3}.

(E3) : domaine |0;+00[; avec X =lnz: X2 -3X +2=(X-1)(X-2)=0 = X =1ouX =2 < z=c¢
ouz=e% S =/{ee?}.

2. Onpose X =Inz et Y =Iny (avec z > 0, y > 0).

(S1) : X +2Y =4 et 3X —Y =5. La seconde donne Y = 3X — 5, puis X +6X — 10 =4, soit X =2 et Y = 1.
Doncx=¢e% y=ec:8={(e%e)}.

(S2) :zy=¢e* <= Inxz+Iny =4 (car z,y > 0). Le systéme devient X —2Y =1et X +Y =4, d'ou 3Y = 3,
Y=1,X=3:5={(e)}

Exercice 2

1. (Il):domaine}%;—l—oo[;ln(?)x—%§0:1n1 —= v -2<1 = xﬁl.S:}%;l].

(I) : 22 + 2 +1 > 0 sur R (discriminant —3); In (22 +2+1) >0 < 224+2+1>1 < z(z+1) > 0.
S =] — o0; —1[U]0; +0o0.

(I3):avec X =lnz : X2 - X -2=(X-2)(X+1)<0 <= -1<X <2 %ﬁajgez.S:[%;ez}.

1
2.a.2x3"-7>100 < 3"2% — nln3>mY — n> n53,5

~3.62:n =4
2 =~ Tn3 el

In 0,01
In 0,75

2. b. (%)n <0,01 = nln% <In0,01 < n > ~ 16,01 (division par In 0,75 < 0) : n = 17.

In 1000

2. c. 100 — (%)" > 09,999 (%)” < 0,001 < n> ~ 9,97 : n = 10.

L* L* I* IL*a+b
3‘Onn0t6a21n2,b:hl3,C=1n7,LZIHS.LemembredegaUChevaut——|—7+7:M_

s ab  bc  ca abc
== L? b
Comme In42 = In(2x3x7) = a+b+c, le membre de droite vaut “zc = (e —2 + C). L’égalité est démontrée.
a+b+c abe
4.a" >0,a" #1etIn(a") =nlna, donc log,(z) = Iz llog ().
’ ’ @ nlna n ¢
Exercice 3
(140)? + 2 1 .
1. f(1) = 1 =1.En0":(1+Inwz)®— 4o0et ; — 400, donc 11r(r)1+f(1‘):—|—oo.
z—>
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1 21 1+1
2. NG 1\1/%/5 = 4\_/%1%, dont le carré est f(z). Avec X = \/x — +o0o : + — 0 et 28X — 0, donc
lim f(z)=0.
T——+00

3. La droite d’équation z = 0 est une asymptote verticale; la droite d’équation y = 0 est une asymptote
horizontale au voisinage de +oo.

4. i) = 2(1+1Inx) x i;;x— (1+Inz)? _ (1+Inz) (Zw; (1+1nx)) _ (1+lnxa)cgl —lnm).

4
5.14+Inz>0 <= z>2letl—Inz>0 < I’<€.f<é):06tf(€):*.
e

x 0 L e +00
f'(x) -0 + 0 -
+00 4
f(x) \\ / ) \
0 0

1 1
6. F'(x) = 3% 3(14+1nx)? x = = f(x) : F est une primitive de f sur ]0; +ool.
T

Exercice 4

1. 2+ 2yx — 0" quand x — 0T, donc lim+ f(x) = —o0 : la droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale.
z—0
li = .

1 1 2
2. Pour x >0: f(z) =lnz+In (1 + 2 ), donc /(@) . + —In (1 + \F) — 0 : branche parabolique de
x x x x

S

direction ’axe des abscisses.

1+
3. fl(x) = > 0 : f est strictement croissante sur |0; +oo[, de —oo & +o0.

NG
(@) x+2y/x

5. f est continue et strictement croissante : réciproque définie sur J = f(]0; +oo[) = R.

4. et 6.
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Exercice 5

L. 1. f/(z) = In(z + 2) + %H Pour >0 :In(x +2) >In2 >0 et ;%5 >0, donc f'(z) > 0: f est strictement
croissante sur [0; +o0].

I. 2. f est continue sur [0; +o00| (produit de fonctions continues, x+2 > 0). f(0) =0et f(e—2) = (e—2)Ine = e—2,
donc f([0;e —2]) = [0;e — 2].

I. 3. Pour z € [0;e — 2] : £+ 2 < ¢, donc In(z + 2) <1 et, comme x > 0, f(z) = zln(z +2) < =z.

I1. 1. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, 0 < u,, < e — 2.

— Initialisation : up = 5 et 0 < 7 < e —2 (car e > 2.,5).

— Hérédité : soit n € N tel que 0 < up, < e —2. Alors up+1 = f(uy) € f([0;e —2]) = [0;e — 2].

D’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N, 0 < u,, <e — 2.

II. 2. upt1 = f(u,) < up d’apres 1.3 @ (uy,) est décroissante ; minorée par 0, elle converge.

II. 3. Sa limite ¢ € [0;e — 2] vérifie f(¢) = £ (f continue, f([0;e —2]) C [0;e —2]), soit £ (In(£/+2) —1) =0:

{=0oul=e—2. 0Or (u,) est décroissante, donc £ <ug =3 <e—2:£=0.

Exercice 6

z—0t z—0t T

21
2. La droite d’équation z = 0 est une asymptote verticale. En +oo : M —1- 20 1 et flz) —x =
x x

1. f(1)=1. lim (—2Inx) = 400, donc lim f(x) = +oo. f(z) ==z <1 - 21113:) — 400.

—2Inx — —oco : branche parabolique de direction la droite y = x.

3. x — x et In sont continues sur |0; +oo[ : f y est continue.

2 -2
4. fla)=1--=2"2
x T
5. f est décroissante sur ]0;2], croissante sur [2; 4+00[; minimum f(2) =2 —-2In2=2(1—-1In2) > 0 (car 2 < e).

Donc f(z) > 0 pour tout x > 0.
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x 0 2 +00
f'(x) - 0+
+00 +00
2—-2In2
6. f(x) —x=—2Inz : (Cf) est au-dessus de la droite y = = sur ]0; 1], en dessous sur |1;4-o00[; ils se coupent en
(1;1).
7.

o1 L

1
8. F’(a:)::n—2(ln:n—|—x><$>+2=l‘—21n$:f(x)'

1
9. a. On pose p(z) =2 — tlnz; ¢'(z) =1 - o 0 sur [1;2], p(1) =1 et ¢(2) =2 — 11n2 € [1;2]. Montrons
x

par récurrence que, pour tout n € N, 1 < u,, < 2.

— Initialisation : ug = 2 € [1;2].
— Hérédité : soit n € N tel que 1 < u,, < 2. Par croissance de ¢ : 1 = (1) < up+1 = p(uyn) < p(2) < 2.

D’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N, 1 < u,, < 2.
9. b. Upy1 —up = —% Inu, <0 (car u, > 1) : (uy,) est décroissante ; minorée par 1, elle converge.

9. c. Sa limite ¢ € [1;2] vérifie p(¢) = ¢ (¢ continue, ¢([1;2]) C [1;2]), soit Inf =0:¢=1.

Exercice 7

L1.gl)=1-1+0=0.
1

I. 2. ¢(x) =22+ — > 0 : g est strictement croissante sur |0; +00].
x

I. 3. g(x) < 0 sur ]0;1[, g(1) =0, g(x) > 0 sur |1;+o0l.

1 1
I 1.En 0t : — % — lnzx - — 400, donc lim+ f(z) = 400 : asymptote verticale z = 0. En +o0 : ln% — 0,
T x z—0
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donc lim f(x) = +oc.

T—r+00
1
II. 2. f(z) —z = e — 0 en +o0 : la droite y = x est une asymptote oblique.
x
1
II. 3. f(z) —z = el (Cy) est au-dessus de la droite sur ]0; 1], en dessous sur ]1; 400}, et la coupe en (1;1).
x

1 2
~xzx—Inz 2*—1+Inz g(z)
II. 4. a. fl(z) =1—- % = = .
a. fi(z) 2 2 2

I1. 4. b. f est décroissante sur ]0; 1], croissante sur [1; +oo[, minimum f(1) = 1.

X 0 1 +00
) — 0+
+0o0 +00
1
1 2 _ . B
IL 5. a. f'(z) =1+ 1119;72—1’ donc f"(z) = 2=~ i:z(lnx 23 jslnx.

II. 5. b. f” s’annule en changeant de signe en x = s = ey/e (positive avant, négative apres) : point d’inflexion
3/2

car f (ey/e) = ey/Je — ——.
), [ (ev/e) oz

3
Aleyve: eye— —>
(e & eve 26\/@
II. 6.

Exercice 8

1.204+1>0 < 2> -1:D; = }—%;—i—oo{. En —%+ :In(22 + 1) — —o0, donc f(x) — +o00. En 400 :

In(2 1 0 N
f(q;) = 2 (1 _ Il(:;;)) s 100 (Car 1 (2:::2-&-1) _ 1 52;:’_—&11) % 2:;?1 — 0)
In(2 1
2. La droite d’équation =z = —% est une asymptote verticale. En +oo : 7f(x) =x— M — +0o0 : branche
x x

parabolique de direction ’axe des ordonnées.
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2 224 2-1) 2Q2z—1)(z+1)
20 +1 2 + 1 N 2r + 1
3.b.Sur Df, x+1>0et22+1>0: f/(z) ale signe de 2z — 1. Minimumf(%) :%—lnz

3. a. fl(z) =2z —

- 1 1
T 32 2 40
f@) -0+
“+00 _ +0o0
f(x) ~ /’
% —In2

3. c. Pour tout « € Dy, f(z) > f (%), soit 22 — In(2z + 1) >  —In2, c’est-a-dire In(2z + 1) < 22 — 1 + In2.

5. a. g est continue et strictement croissante sur {%, +oo{ : réciproque définie sur J = [% —In2; —i—oo[.

4. et 5. b.

6. a. R est symétrique par rapport a 0 et h(—x) = (—z)? — In(2| — 2| + 1) = h(x) : h est paire.
6. b. Pour x > 0, h(z) = f(x) : on trace la partie de (C) correspondant & x > 0, puis sa symétrique par rapport
a l'axe des ordonnées.
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Ay
(')
3 —+
2 -
J_ £+
I | | | :IE-.
B 2 ©
—1 L
Exercice 9
—2) - 1 -2 -2 -4
I. 1. ¢/(z) = (x(x )2)2$ + 5= (;—(2)2 ) = (;7 ek g est décroissante sur |2; 4], croissante sur [4; +oo],
de minimum ¢g(4) =2+1n2; lim g(z) = 4oc.
T——+00
€ 2 1 +00
g'(x) - 0
+00 +00
g( F) N /
24+ 1In2
I. 2. g(z) > 2+ 1n2 > 0 pour tout z > 2.
II. 1. En 2" : In(x — 2) = —oc0 et # — 2, donc lim f(x) = —oo (asymptote verticale x = 2). lim f(z) = +o0.
r—2t T—+00
II. 2. @ = In(z — 2) — +o0 : branche parabolique de direction ’axe des ordonnées.
x

IL. 3. f(z) —z =2 (In(x —2) — 1) avecx > 0;In(x —2) —1 >0 < x> 2+e. (Cf) est en dessous de la droite
y = x sur ]2;2 + e[, au-dessus sur |2 + e; +oo[; ils se coupent au point (2 + e;2 + e).

IL 4. a. f'(z) = ln(z — 2) + % = g(x).

IL. 4. b. f'(z) = g(x) > 0 : f est strictement croissante sur |2; +oo[, de —oo & +o00.
II. 5. f"(x) = ¢'(x) =
d’inflexion.

II. 6. (T) :y=9(4)(x —4)+4In2=(24+In2)(xr —4) +41In2, soit y = (2+ In2)z — 8.

€T —

4
(z—2)?

s’annule en 4 en changeant de signe, et f(4) =41n2 : I(4;41n2) est un point

II. 8. a. f est continue et strictement croissante sur |2; 4+o00] : réciproque définie sur J = R.
1 1
IL. 8. b. f(3)=3In1=0et f/(3) =g(3) =3#0: f~! est dérivable en 0 et (=)' (0) = 73) =3

II. 7. et 9.
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