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Remarque — méthodes utilisées

— Domaine d’abord : les arguments des logarithmes doivent être strictement positifs.
— ln A = ln B ⇐⇒ A = B et ln A < ln B ⇐⇒ A < B (pour A > 0, B > 0) ; changement d’inconnue

X = ln x.
— Limites de référence : ln x

x → 0 en +∞, x ln x → 0 en 0+.
— Tous les résultats ont été contrôlés avec Python/sympy (build/verif_lot3.py).

Exercice 1

1. (E1) : domaine ] − 2; 4[. ln(x + 2) = ln(4 − x) ⇐⇒ x + 2 = 4 − x ⇐⇒ x = 1 ∈] − 2; 4[. S = {1}.
(E2) : x2 − 2x + 3 = (x − 1)2 + 2 > 0 pour tout réel x : domaine R. (E2) ⇐⇒ x2 − 2x + 3 = 6 ⇐⇒ x2 − 2x − 3 =
0 ⇐⇒ (x − 3)(x + 1) = 0. S = {−1; 3}.
(E3) : domaine ]0; +∞[ ; avec X = ln x : X2 − 3X + 2 = (X − 1)(X − 2) = 0 ⇐⇒ X = 1 ou X = 2 ⇐⇒ x = e

ou x = e2. S = {e; e2}.
2. On pose X = ln x et Y = ln y (avec x > 0, y > 0).
(S1) : X + 2Y = 4 et 3X − Y = 5. La seconde donne Y = 3X − 5, puis X + 6X − 10 = 4, soit X = 2 et Y = 1.
Donc x = e2, y = e : S = {(e2; e)}.
(S2) : xy = e4 ⇐⇒ ln x + ln y = 4 (car x, y > 0). Le système devient X − 2Y = 1 et X + Y = 4, d’où 3Y = 3,
Y = 1, X = 3 : S = {(e3; e)}.

Exercice 2

1. (I1) : domaine
]

2
3 ; +∞

[
; ln(3x − 2) ≤ 0 = ln 1 ⇐⇒ 3x − 2 ≤ 1 ⇐⇒ x ≤ 1. S =

]
2
3 ; 1

]
.

(I2) : x2 + x + 1 > 0 sur R (discriminant −3) ; ln
(
x2 + x + 1

)
> 0 ⇐⇒ x2 + x + 1 > 1 ⇐⇒ x(x + 1) > 0.

S =] − ∞; −1[∪]0; +∞[.
(I3) : avec X = ln x : X2 − X − 2 = (X − 2)(X + 1) ≤ 0 ⇐⇒ −1 ≤ X ≤ 2 ⇐⇒ 1

e ≤ x ≤ e2. S =
[

1
e ; e2

]
.

2. a. 2 × 3n − 7 ≥ 100 ⇐⇒ 3n ≥ 107
2 ⇐⇒ n ln 3 ≥ ln 107

2 ⇐⇒ n ≥ ln 53,5
ln 3 ≈ 3,62 : n = 4.

2. b.
(

3
4

)n
< 0,01 ⇐⇒ n ln 3

4 < ln 0,01 ⇐⇒ n >
ln 0,01
ln 0,75 ≈ 16,01 (division par ln 0,75 < 0) : n = 17.

2. c. 100 −
(

1
2

)n
> 99,999 ⇐⇒

(
1
2

)n
< 0,001 ⇐⇒ n >

ln 1000
ln 2 ≈ 9,97 : n = 10.

3. On note a = ln 2, b = ln 3, c = ln 7, L = ln 5. Le membre de gauche vaut L2

ab
+ L2

bc
+ L2

ca
= L2(a + b + c)

abc
.

Comme ln 42 = ln(2×3×7) = a+b+c, le membre de droite vaut
L3

abc
L

a+b+c

= L2(a + b + c)
abc

. L’égalité est démontrée.

4. an > 0, an ̸= 1 et ln (an) = n ln a, donc logan(x) = ln x

n ln a
= 1

n
loga(x).

Exercice 3

1. f(1) = (1 + 0)2

1 = 1. En 0+ : (1 + ln x)2 → +∞ et 1
x → +∞, donc lim

x→0+
f(x) = +∞.
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2. 1√
x

+ 2 ln
√

x√
x

= 1 + ln x√
x

, dont le carré est f(x). Avec X =
√

x → +∞ : 1
X → 0 et ln X

X → 0, donc

lim
x→+∞

f(x) = 0.

3. La droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale ; la droite d’équation y = 0 est une asymptote
horizontale au voisinage de +∞.

4. f ′(x) =
2(1 + ln x) × 1

x × x − (1 + ln x)2

x2 = (1 + ln x) (2 − (1 + ln x))
x2 = (1 + ln x)(1 − ln x)

x2 .

5. 1 + ln x > 0 ⇐⇒ x > 1
e et 1 − ln x > 0 ⇐⇒ x < e. f

(
1
e

)
= 0 et f(e) = 4

e
.

6. F ′(x) = 1
3 × 3(1 + ln x)2 × 1

x
= f(x) : F est une primitive de f sur ]0; +∞[.

Exercice 4

1. x + 2
√

x → 0+ quand x → 0+, donc lim
x→0+

f(x) = −∞ : la droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale.
lim

x→+∞
f(x) = +∞.

2. Pour x > 0 : f(x) = ln x + ln
(
1 + 2√

x

)
, donc f(x)

x
= ln x

x
+ 1

x
ln

(
1 + 2√

x

)
→ 0 : branche parabolique de

direction l’axe des abscisses.

3. f ′(x) =
1 + 1√

x

x + 2
√

x
> 0 : f est strictement croissante sur ]0; +∞[, de −∞ à +∞.

5. f est continue et strictement croissante : réciproque définie sur J = f(]0; +∞[) = R.
4. et 6.
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Exercice 5

I. 1. f ′(x) = ln(x + 2) + x

x + 2. Pour x ≥ 0 : ln(x + 2) ≥ ln 2 > 0 et x
x+2 ≥ 0, donc f ′(x) > 0 : f est strictement

croissante sur [0; +∞[.
I. 2. f est continue sur [0; +∞[ (produit de fonctions continues, x+2 > 0). f(0) = 0 et f(e−2) = (e−2) ln e = e−2,
donc f([0; e − 2]) = [0; e − 2].
I. 3. Pour x ∈ [0; e − 2] : x + 2 ≤ e, donc ln(x + 2) ≤ 1 et, comme x ≥ 0, f(x) = x ln(x + 2) ≤ x.
II. 1. Montrons par récurrence que, pour tout n ∈ N, 0 ≤ un ≤ e − 2.

— Initialisation : u0 = 1
2 et 0 ≤ 1

2 ≤ e − 2 (car e > 2,5).
— Hérédité : soit n ∈ N tel que 0 ≤ un ≤ e − 2. Alors un+1 = f(un) ∈ f([0; e − 2]) = [0; e − 2].

D’après le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n ∈ N, 0 ≤ un ≤ e − 2.
II. 2. un+1 = f(un) ≤ un d’après I.3 : (un) est décroissante ; minorée par 0, elle converge.
II. 3. Sa limite ℓ ∈ [0; e − 2] vérifie f(ℓ) = ℓ (f continue, f([0; e − 2]) ⊂ [0; e − 2]), soit ℓ (ln(ℓ + 2) − 1) = 0 :
ℓ = 0 ou ℓ = e − 2. Or (un) est décroissante, donc ℓ ≤ u0 = 1

2 < e − 2 : ℓ = 0.

Exercice 6

1. f(1) = 1. lim
x→0+

(−2 ln x) = +∞, donc lim
x→0+

f(x) = +∞. f(x) = x

(
1 − 2ln x

x

)
−−−−→
x→+∞

+∞.

2. La droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale. En +∞ : f(x)
x

= 1 − 2 ln x

x
→ 1 et f(x) − x =

−2 ln x → −∞ : branche parabolique de direction la droite y = x.
3. x 7→ x et ln sont continues sur ]0; +∞[ : f y est continue.

4. f ′(x) = 1 − 2
x

= x − 2
x

.

5. f est décroissante sur ]0; 2], croissante sur [2; +∞[ ; minimum f(2) = 2 − 2 ln 2 = 2(1 − ln 2) > 0 (car 2 < e).
Donc f(x) > 0 pour tout x > 0.
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6. f(x) − x = −2 ln x : (Cf ) est au-dessus de la droite y = x sur ]0; 1[, en dessous sur ]1; +∞[ ; ils se coupent en
(1; 1).
7.

8. F ′(x) = x − 2
(

ln x + x × 1
x

)
+ 2 = x − 2 ln x = f(x).

9. a. On pose φ(x) = x − 1
2 ln x ; φ′(x) = 1 − 1

2x
> 0 sur [1; 2], φ(1) = 1 et φ(2) = 2 − 1

2 ln 2 ∈ [1; 2]. Montrons
par récurrence que, pour tout n ∈ N, 1 ≤ un ≤ 2.

— Initialisation : u0 = 2 ∈ [1; 2].
— Hérédité : soit n ∈ N tel que 1 ≤ un ≤ 2. Par croissance de φ : 1 = φ(1) ≤ un+1 = φ(un) ≤ φ(2) ≤ 2.

D’après le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n ∈ N, 1 ≤ un ≤ 2.
9. b. un+1 − un = −1

2 ln un ≤ 0 (car un ≥ 1) : (un) est décroissante ; minorée par 1, elle converge.
9. c. Sa limite ℓ ∈ [1; 2] vérifie φ(ℓ) = ℓ (φ continue, φ([1; 2]) ⊂ [1; 2]), soit ln ℓ = 0 : ℓ = 1.

Exercice 7

I. 1. g(1) = 1 − 1 + 0 = 0.

I. 2. g′(x) = 2x + 1
x

> 0 : g est strictement croissante sur ]0; +∞[.

I. 3. g(x) < 0 sur ]0; 1[, g(1) = 0, g(x) > 0 sur ]1; +∞[.

II. 1. En 0+ : − ln x

x
= − ln x × 1

x
→ +∞, donc lim

x→0+
f(x) = +∞ : asymptote verticale x = 0. En +∞ : ln x

x → 0,
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donc lim
x→+∞

f(x) = +∞.

II. 2. f(x) − x = − ln x

x
→ 0 en +∞ : la droite y = x est une asymptote oblique.

II. 3. f(x) − x = − ln x

x
: (Cf ) est au-dessus de la droite sur ]0; 1[, en dessous sur ]1; +∞[, et la coupe en (1; 1).

II. 4. a. f ′(x) = 1 −
1
x × x − ln x

x2 = x2 − 1 + ln x

x2 = g(x)
x2 .

II. 4. b. f est décroissante sur ]0; 1], croissante sur [1; +∞[, minimum f(1) = 1.

II. 5. a. f ′(x) = 1 + ln x − 1
x2 , donc f ′′(x) =

1
x × x2 − 2x(ln x − 1)

x4 = 3 − 2 ln x

x3 .

II. 5. b. f ′′ s’annule en changeant de signe en x = e
3
2 = e

√
e (positive avant, négative après) : point d’inflexion

A

(
e
√

e; e
√

e − 3
2e

√
e

)
, car f (e

√
e) = e

√
e − 3/2

e
√

e
.

II. 6.

Exercice 8

1. 2x + 1 > 0 ⇐⇒ x > −1
2 : Df =

]
−1

2 ; +∞
[
. En −1

2
+ : ln(2x + 1) → −∞, donc f(x) → +∞. En +∞ :

f(x) = x2
(

1 − ln(2x + 1)
x2

)
→ +∞ (car ln(2x+1)

x2 = ln(2x+1)
2x+1 × 2x+1

x2 → 0).

2. La droite d’équation x = −1
2 est une asymptote verticale. En +∞ : f(x)

x
= x − ln(2x + 1)

x
→ +∞ : branche

parabolique de direction l’axe des ordonnées.
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3. a. f ′(x) = 2x − 2
2x + 1 = 2

(
2x2 + x − 1

)
2x + 1 = 2(2x − 1)(x + 1)

2x + 1 .

3. b. Sur Df , x + 1 > 0 et 2x + 1 > 0 : f ′(x) a le signe de 2x − 1. Minimum f
(

1
2

)
= 1

4 − ln 2.

3. c. Pour tout x ∈ Df , f(x) ≥ f
(

1
2

)
, soit x2 − ln(2x + 1) ≥ 1

4 − ln 2, c’est-à-dire ln(2x + 1) ≤ x2 − 1
4 + ln 2.

5. a. g est continue et strictement croissante sur
[

1
2 ; +∞

[
: réciproque définie sur J =

[
1
4 − ln 2; +∞

[
.

4. et 5. b.

6. a. R est symétrique par rapport à 0 et h(−x) = (−x)2 − ln(2| − x| + 1) = h(x) : h est paire.
6. b. Pour x ≥ 0, h(x) = f(x) : on trace la partie de (Cf ) correspondant à x ≥ 0, puis sa symétrique par rapport
à l’axe des ordonnées.
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Exercice 9

I. 1. g′(x) = (x − 2) − x

(x − 2)2 + 1
x − 2 = −2 + (x − 2)

(x − 2)2 = x − 4
(x − 2)2 . g est décroissante sur ]2; 4], croissante sur [4; +∞[,

de minimum g(4) = 2 + ln 2 ; lim
x→+∞

g(x) = +∞.

I. 2. g(x) ≥ 2 + ln 2 > 0 pour tout x > 2.
II. 1. En 2+ : ln(x − 2) → −∞ et x → 2, donc lim

x→2+
f(x) = −∞ (asymptote verticale x = 2). lim

x→+∞
f(x) = +∞.

II. 2. f(x)
x

= ln(x − 2) → +∞ : branche parabolique de direction l’axe des ordonnées.

II. 3. f(x) − x = x (ln(x − 2) − 1) avec x > 0 ; ln(x − 2) − 1 > 0 ⇐⇒ x > 2 + e. (Cf ) est en dessous de la droite
y = x sur ]2; 2 + e[, au-dessus sur ]2 + e; +∞[ ; ils se coupent au point (2 + e; 2 + e).

II. 4. a. f ′(x) = ln(x − 2) + x

x − 2 = g(x).

II. 4. b. f ′(x) = g(x) > 0 : f est strictement croissante sur ]2; +∞[, de −∞ à +∞.

II. 5. f ′′(x) = g′(x) = x − 4
(x − 2)2 s’annule en 4 en changeant de signe, et f(4) = 4 ln 2 : I(4; 4 ln 2) est un point

d’inflexion.
II. 6. (T ) : y = g(4)(x − 4) + 4 ln 2 = (2 + ln 2)(x − 4) + 4 ln 2, soit y = (2 + ln 2)x − 8.
II. 8. a. f est continue et strictement croissante sur ]2; +∞[ : réciproque définie sur J = R.

II. 8. b. f(3) = 3 ln 1 = 0 et f ′(3) = g(3) = 3 ̸= 0 : f−1 est dérivable en 0 et
(
f−1)′ (0) = 1

f ′(3) = 1
3.

II. 7. et 9.
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