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Remarque — méthodes utilisées

— Récurrence : initialisation, puis hérédité (souvent grâce au sens de variation de f lorsque un+1 = f(un)).
— Monotonie : signe de un+1 − un.
— Suite auxiliaire : calculer vn+1 en fonction de un, puis l’exprimer en fonction de vn.
— Tous les résultats ont été contrôlés avec Python/sympy (build/verif_lot2.py).

Exercice 1

1. u1 = 4
4 − 0 = 1 et u2 = 4

4 − 1 = 4
3.

2. Montrons par récurrence que, pour tout n ∈ N, un < 2.

— Initialisation : u0 = 0 < 2.
— Hérédité : soit n ∈ N tel que un < 2. Alors 4 − un > 2 > 0, donc 0 <

4
4 − un

<
4
2 = 2, soit un+1 < 2.

D’après le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n ∈ N, un < 2.

3. un+1 − un = 4 − 4un + u2
n

4 − un
= (un − 2)2

4 − un
> 0 (car un < 2 donne un ̸= 2 et 4 − un > 0) : (un) est strictement

croissante.
4. a. v0 = 1

0 − 2 = −1
2 et v1 = 1

1 − 2 = −1.

4. b. un+1 − 2 = 4 − 2(4 − un)
4 − un

= 2(un − 2)
4 − un

, donc

vn+1 = 4 − un

2(un − 2) = 2 − (un − 2)
2(un − 2) = 1

un − 2 − 1
2 = vn − 1

2 .

(vn) est arithmétique de raison r = −1
2 et de premier terme v0 = −1

2 .

4. c. vn = −1
2 − n

2 = −n + 1
2 . Comme un − 2 = 1

vn
: un = 2 − 2

n + 1 = 2n

n + 1.

5. a. Sn est la somme de n termes consécutifs d’une suite arithmétique : Sn = n(v1 + vn)
2 = n

2

(
−1 − n + 1

2

)
=

−n(n + 3)
4 .

5. b. lim
n→+∞

Sn = −∞.

Exercice 2

1. On pose f(x) = 4x + 3
x + 2 = 4 − 5

x + 2, strictement croissante sur [1; 3]. Montrons par récurrence que, pour tout
n ∈ N, 1 ≤ un < 3.

— Initialisation : u0 = 1 et 1 ≤ 1 < 3.
— Hérédité : soit n ∈ N tel que 1 ≤ un < 3. Par stricte croissance de f : f(1) ≤ f(un) < f(3), soit 7

3 ≤ un+1 < 3,
donc 1 ≤ un+1 < 3.

D’après le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n ∈ N, 1 ≤ un < 3.
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2. un+1 − un = 4un + 3 − u2
n − 2un

un + 2 = −(u2
n − 2un − 3)
un + 2 = −(un + 1)(un − 3)

un + 2 .

3. un + 1 > 0, un + 2 > 0 et un − 3 < 0 : un+1 − un > 0, (un) est strictement croissante.
4. (un) est croissante et majorée par 3 : elle est convergente.

Exercice 3

1. Montrons par récurrence que, pour tout n ∈ N, 0 ≤ un < 1
3 .

— Initialisation : u0 = 1
4 et 0 ≤ 1

4 < 1
3 .

— Hérédité : soit n ∈ N tel que 0 ≤ un < 1
3 . Alors un+1 = un

(
un + 2

3

)
≥ 0 et, les deux facteurs étant positifs et

majorés respectivement par 1
3 et 1, un+1 < 1

3 × 1 = 1
3 .

D’après le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n ∈ N, 0 ≤ un < 1
3 .

2. un+1 − un = u2
n − 1

3un = un

(
un − 1

3

)
≤ 0 : (un) est décroissante.

3. (un) est décroissante et minorée par 0 : elle converge.

Exercice 4

1. Pour 1 ≤ k ≤ n : k + 1 ≤ n + 1, donc 1√
k + 1

≥ 1√
n + 1

. En sommant ces n inégalités : un ≥ n√
n + 1

.

2. n√
n + 1

=
√

n ×
√

n

n + 1 et
√

n
n+1 → 1, donc n√

n + 1
→ +∞. Par comparaison : lim

n→+∞
un = +∞.

Exercice 5

un est la somme des n + 1 premiers termes d’une suite géométrique de raison 3
5 ̸= 1 et de premier terme 1 :

un =
1 −

(
3
5

)n+1

1 − 3
5

= 5
2

(
1 −

(3
5

)n+1
)

.

Comme −1 < 3
5 < 1,

(
3
5

)n+1
→ 0 : lim

n→+∞
un = 5

2.

Exercice 6

1. f(x) = 3x + 2
x + 4 = 3 − 10

x + 4 est strictement croissante sur [1; +∞[. Montrons par récurrence que, pour tout
n ∈ N, un ≥ 1.

— Initialisation : u0 = 3 ≥ 1.
— Hérédité : soit n ∈ N tel que un ≥ 1. Par croissance de f : un+1 = f(un) ≥ f(1) = 1.

D’après le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n ∈ N, un ≥ 1.

2. un+1 − 1 = 3un + 2 − un − 4
un + 4 = 2(un − 1)

un + 4 . Comme un − 1 ≥ 0 et un + 4 ≥ 5 : un+1 − 1 ≤ 2
5(un − 1).

3. Montrons par récurrence que, pour tout n ∈ N, un − 1 ≤ 2
(

2
5

)n
.

— Initialisation : u0 − 1 = 2 = 2
(

2
5

)0
.

— Hérédité : soit n ∈ N tel que un − 1 ≤ 2
(

2
5

)n
. D’après la question 2 : un+1 − 1 ≤ 2

5(un − 1) ≤ 2
5 × 2

(
2
5

)n
=

2
(

2
5

)n+1
.

D’après le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n ∈ N, un − 1 ≤ 2
(

2
5

)n
.
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4. 0 ≤ un − 1 ≤ 2
(

2
5

)n
et
(

2
5

)n
→ 0 (car 0 < 2

5 < 1) : par encadrement, (un) converge et lim
n→+∞

un = 1.

Exercice 7

1. vn+1 = un+1 − 2 = 3un − 6 = 3(un − 2) = 3vn : (vn) est géométrique de raison 3, de premier terme v0 = −1.
2. vn = −3n et un = vn + 2 = 2 − 3n.
3. 3 > 1 donc 3n → +∞ : lim

n→+∞
vn = −∞ et lim

n→+∞
un = −∞.

Exercice 8

1. f ′(x) = 4(x + 2) − (4x − 1)
(x + 2)2 = 9

(x + 2)2 > 0 : f est strictement croissante sur I.

2. f est continue et strictement croissante : f(I) = [f(1); f(3)] =
[
1; 11

5

]
⊂ [1; 3].

3. f(x) − x = 4x − 1 − x2 − 2x

x + 2 = −(x − 1)2

x + 2 ≤ 0 sur I.

4. a. Montrons par récurrence que, pour tout n ∈ N, 1 < un ≤ 2.

— Initialisation : u0 = 2 et 1 < 2 ≤ 2.
— Hérédité : soit n ∈ N tel que 1 < un ≤ 2. Par stricte croissance de f : f(1) < f(un) ≤ f(2), soit 1 < un+1 ≤

7
4 ≤ 2.

D’après le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n ∈ N, 1 < un ≤ 2.
4. b. un+1 − un = f(un) − un ≤ 0 d’après 3 : (un) est décroissante.
4. c. Décroissante et minorée par 1 : (un) converge vers un réel ℓ ∈ [1; 2]. f est continue sur [1; 2] et f([1; 2]) ⊂ [1; 2],
donc f(ℓ) = ℓ, soit (ℓ − 1)2 = 0 : ℓ = 1.

5. a. un+1 − 1 = 4un − 1 − un − 2
un + 2 = 3(un − 1)

un + 2 , donc vn+1 = un + 2
3(un − 1) = (un − 1) + 3

3(un − 1) = 1
3 + vn. (vn) est

arithmétique de raison 1
3 , de premier terme v0 = 1

2−1 = 1.

5. b. vn = 1 + n

3 = n + 3
3 , puis un = 1 + 1

vn
= 1 + 3

n + 3 = n + 6
n + 3.

5. c. 3
n + 3 → 0 : on retrouve lim

n→+∞
un = 1.

Exercice 9

1. Pour 1 ≤ k ≤ n : n2 + 1 ≤ n2 + k ≤ n2 + n, donc n

n2 + n
≤ n

n2 + k
≤ n

n2 + 1. En sommant les n inégalités :
n2

n2 + n
≤ un ≤ n2

n2 + 1.

2. n2

n2 + n
= 1

1 + 1
n

→ 1 et n2

n2 + 1 = 1
1 + 1

n2
→ 1 : d’après le théorème des gendarmes, lim

n→+∞
un = 1.

Exercice 10

1. f est affine et strictement croissante : f(I) = [f(0); f(6)] = [3; 6] ⊂ I.
2. Montrons par récurrence que, pour tout n ∈ N, 0 ≤ un ≤ 6.

— Initialisation : u0 = 1 ∈ [0; 6].
— Hérédité : soit n ∈ N tel que un ∈ I = [0; 6]. Alors un+1 = f(un) ∈ f(I) ⊂ I (question 1).

D’après le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n ∈ N, 0 ≤ un ≤ 6.

3. un+1 − un = 3 − 1
2un = 6 − un

2 ≥ 0 : (un) est croissante.
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4. Croissante et majorée par 6 : (un) converge vers ℓ ∈ I ; f est continue sur I et f(I) ⊂ I, donc ℓ = 1
2ℓ + 3, soit

ℓ = 6.
5. a. vn+1 = 1

2un + 3 − 6 = 1
2(un − 6) = 1

2vn : géométrique de raison 1
2 , de premier terme v0 = −5.

5. b. vn = −5
(

1
2

)n
et un = 6 − 5

(
1
2

)n
.

5. c.
(

1
2

)n
→ 0 : lim

n→+∞
un = 6.

Exercice 11

1. Montrons par récurrence que, pour tout n ∈ N∗, un > 1.

— Initialisation : u1 = 4 > 1.
— Hérédité : soit n ∈ N∗ tel que un > 1. Alors un + 1 > 0 et un+1 − 1 = 3un − 1 − un − 1

un + 1 = 2(un − 1)
un + 1 > 0.

D’après le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n ∈ N∗, un > 1.

2. a. vn+1 = 2
un+1 − 1 = 2(un + 1)

2(un − 1) = un + 1
un − 1. Or un + 1

un − 1 = (un − 1) + 2
un − 1 = 1 + vn : (vn) est arithmétique de

raison 1.
2. b. v1 = 2

3, donc vn = 2
3 + (n − 1) = 3n − 1

3 . Puis un = 1 + 2
vn

= 1 + 6
3n − 1.

2. c. 6
3n − 1 → 0 : lim

n→+∞
un = 1.

Exercice 12

1. Montrons par récurrence que, pour tout n ∈ N, un < 9.

— Initialisation : u0 = 7 < 9.
— Hérédité : soit n ∈ N tel que un < 9. Alors un+1 = 1

3un + 6 < 3 + 6 = 9.

D’après le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n ∈ N, un < 9.
2. a. vn+1 = 9− 1

3un −6 = 1
3(9−un) = 1

3vn : géométrique de raison 1
3 , de premier terme v0 = 2 ; donc vn = 2

(
1
3

)n
.

2. b. un = 9 − vn = 9 − 2
(

1
3

)n
; comme 0 < 1

3 < 1, lim
n→+∞

un = 9.

3. un > 8,99 ⇐⇒ 2
(

1
3

)n
< 0,01 ⇐⇒ 3n > 200. Or 34 = 81 < 200 et 35 = 243 > 200, et (3n) est croissante : le

plus petit entier est n = 5.

Exercice 13

1. Montrons par récurrence que, pour tout n ∈ N, un > 0.

— Initialisation : u0 = 1 > 0.
— Hérédité : soit n ∈ N tel que un > 0. Alors un+1 est le quotient du nombre un > 0 par le carré non nul(

1 + 2√
un
)2 : un+1 > 0.

D’après le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n ∈ N, un > 0.

2. a. √
un > 0 donc 1 + 2√

un > 1 et
(
1 + 2√

un
)2

> 1 : 1(
1 + 2√

un
)2 < 1.

2. b. un+1 = un × 1(
1 + 2√

un
)2 < un (car un > 0) : (un) est strictement décroissante ; elle est minorée par 0,

donc convergente.

3. a. √
un+1 =

√
un

1 + 2√
un

, donc vn+1 =
1 + 2√

un√
un

= 1
√

un
+ 2 = vn + 2 : arithmétique de raison 2.

3. b. v0 = 1, donc vn = 2n + 1 ; √
un = 1

2n + 1 et un = 1
(2n + 1)2 .
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3. c. lim
n→+∞

un = 0.

Exercice 14

I. 1. u1 = 25 − 4
5 = 21

5 et u2 = 5 − 4
u1

= 5 − 20
21 = 85

21.

I. 2. Montrons par récurrence que, pour tout n ∈ N, un > 4.

— Initialisation : u0 = 5 > 4.
— Hérédité : soit n ∈ N tel que un > 4. Alors un+1 − 4 = 5un − 4 − 4un

un
= un − 4

un
> 0.

D’après le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n ∈ N, un > 4.

I. 3. un+1 − un = 5un − 4 − u2
n

un
= −u2

n − 5un + 4
un

= −(un − 1)(un − 4)
un

.

I. 4. un > 4 donne un − 1 > 0, un − 4 > 0 : un+1 − un < 0. (un) est décroissante et minorée par 4 : convergente.

II. 1. un+1 − 4 = un − 4
un

avec un > 4, donc 1
un

<
1
4 et un+1 − 4 ≤ 1

4(un − 4).

II. 2. Montrons par récurrence que, pour tout n ∈ N, un − 4 ≤
(

1
4

)n
.

— Initialisation : u0 − 4 = 1 =
(

1
4

)0
.

— Hérédité : soit n ∈ N tel que un − 4 ≤
(

1
4

)n
. D’après II.1 : un+1 − 4 ≤ 1

4(un − 4) ≤
(

1
4

)n+1
.

D’après le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n ∈ N, un − 4 ≤
(

1
4

)n
.

II. 3. 0 < un − 4 ≤
(

1
4

)n
→ 0 : lim

n→+∞
un = 4.

III. 1. un+1 − 1 = 4un − 4
un

et un+1 − 4 = un − 4
un

, donc vn+1 = un − 4
4(un − 1) = 1

4vn. (vn) est géométrique de raison
1
4 , de premier terme v0 = 1

4 .

III. 2. vn =
(

1
4

)n+1
. De vn(un − 1) = un − 4 on tire un(1 − vn) = 4 − vn, d’où un = 4 − vn

1 − vn
(car vn ̸= 1), soit

un =
4 −

(
1
4

)n+1

1 −
(

1
4

)n+1 .

III. 3.
(

1
4

)n+1
→ 0 : lim

n→+∞
un = 4

1 = 4.

IV. 1. f(x) = 5 − 4
x

et f ′(x) = 4
x2 > 0 : f est strictement croissante sur I.

IV. 2. f(un) = 5un − 4
un

= un+1.

IV. 3. C’est la question I.2 : un > 4, donc un ∈ I.

IV. 4. f est continue, strictement croissante : f(I) =
[
f(4); lim

x→+∞
f(x)

[
= [4; 5[⊂ I.

IV. 5. (un) converge (I.4) vers ℓ ∈ I (intervalle fermé) ; f est continue sur I et f(I) ⊂ I, donc f(ℓ) = ℓ :
ℓ2 − 5ℓ + 4 = 0, soit ℓ = 1 ou ℓ = 4. Comme 1 /∈ I : ℓ = 4.
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