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Remarque — méthodes utilisées

— Récurrence : initialisation, puis hérédité (souvent grace au sens de variation de f lorsque up+1 = f(uy)).
— Monotonie : signe de w41 — Uy.
— Suite auxiliaire : calculer v, 1 en fonction de u,, puis 'exprimer en fonction de v,.

— Tous les résultats ont été contrdlés avec Python/sympy (build/verif_lot2.py).

Exercice 1

1 et 4 4
—— =letug=——=-.
4-0 741 3
2. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, u,, < 2.

1.U1:

— Initialisation : ug = 0 < 2.

4
— Hérédité : soit n € N tel que u, < 2. Alors 4 —u, > 2 >0, donc 0 < 1 < = =2, 80it Upy1 < 2.

— Uy, 2

D’apreés le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N, u,, < 2.
4—Adup +u2 (up —2)?

3. Upp1 — Up = = > 0 (car u, < 2 donne u,, # 2 et 4 —u, > 0) : (u,) est strictement
4 — uy, 4 — uy,
croissante.
1 1 1
4. av9y=——=—¢€etvy=——7=—1.
0—2 2 1-2
4—-2(4— 2(up — 2
4. b. upy1 — 2= ( Un) = (un ), donc
4 — uy, 4 — up,
4 —uy, 2 — (up — 2) 1 1 1
v = = = —— =v, — —.
T e —2)  2wn—2)  up—2 2 " 2
(vp,) est arithmétique de raison r = —% et de premier terme vy = —%.
1 n n+1 1 2 2n
4. . e C —2:7: :2_ — .
c. vy 573 5 omme uy, o Up, e e |
1
5. a. S, est la somme de n termes consécutifs d’une suite arithmétique : .S, = n(m;—%) = g (1 — n—21— ) =
_n(n+3)
—
5. b. lim S, = —o0.
n—-+00

Exercice 2

dr +3

1. On pose f(z) = 212

neN 1< u, <3.

5 : . ,
— ——, strictement croissante sur [1;3]. Montrons par récurrence que, pour tout
42

— Initialisation : ug=1et 1 <1 < 3.
— Hérédité : soit n € N tel que 1 < u,, < 3. Par stricte croissance de f : f(1) < f(u,) < f(3), soit % < Upt1 < 3,
donc 1 < wupyp < 3.

D’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N, 1 < u,, < 3.

Corrigé de la série — Ch. 04 : Suites numériques 1



Lycée Qualifiant Ibn Hazm Prof. El Koudri Hamza 2¢me Bac SE - 20262027

0 duy + 3 —u —2u,  —(u — 2u, —3) (up, + 1) (up — 3)
< U — Unp = = e .
Al " Uy + 2 Uy + 2 Uy, + 2

3oup+1>0,u,+2>0et up —3<0: uptq —up >0, (uy,) est strictement croissante.

4. (uy,) est croissante et majorée par 3 : elle est convergente.

Exercice 3

1. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, 0 < u,, < %

— Initialisation : uy = i et 0 < % < %
— Hérédité : soit n € N tel que 0 < u, < % Alors upt1 = uy (un + %) > 0 et, les deux facteurs étant positifs et

majorés respectivement par % et 1, upt1 < % x 1= %

D’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N, 0 < u,, < %

1
2. Upi1 — Up = U2 — lUn = Un <un — 3) <0 : (u,) est décroissante.

3. (up) est décroissante et minorée par 0 : elle converge.

Exercice 4

n

1
> .
VE+1 7~ Vn+1 vn+1

2 i =/n X Lt - 1, don i — + Par comparaison : lim =4
v n n+1e T , oc\/7m oo. Par comparaiso .n_>+ooun— 0.

1.Pour 1 <k<n:k+1<n+1, donc

. En sommant ces n inégalités : u, >

Exercice 5

Uy, est la somme des n + 1 premiers termes d’une suite géométrique de raison % # 1 et de premier terme 1 :

1 (3)" 1

5

1B 3\ o g _5
Comme —1 < £ <1, (5) —>0.n£1>rilooun—2.

Exercice 6

3+ 2 . . 3

1. f(z) = 1 =3 - ) est strictement croissante sur [1; +oo[. Montrons par récurrence que, pour tout
T T

neN, u, > 1.

— Initialisation : ug =3 > 1.
— Hérédité : soit n € N tel que u,, > 1. Par croissance de f : w41 = f(u,) > f(1) = 1.

D’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N, u, > 1.
3up +2 —uy —4  2(u, — 1)
Up + 4  oup,+4

2
2. Upr1 — 1= .Commeun—IZOetun+425:un+1—1§g(un—1).

n
3. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, u, — 1 < 2 (%) .

0
— Initialisation : ug — 1 =2=2 (%) .

g _ 2\" yranre ; : _ 20y — 2 2\" _
Hérédité : soit n € N tel que u, —1 < 2(g) . D’apres la question 2 : u,41 1§5(un 1)§5><2 ) =

2(%)"“.

n
D’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N, u,, —1 < 2 (%) .
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2 n 2 n 2 . s —
4.0<u,—1<2 (g> et <g> — 0 (car 0 < £ < 1) : par encadrement, (u,) converge et nll)l_’l_loo Uy = 1.

Exercice 7

1. Upy1 = Upt1 — 2 = 3uy, — 6 = 3(uy — 2) = 3uy, ¢ (vy,) est géométrique de raison 3, de premier terme vy = —1.
2. v, =-3"etu,=v, +2=2-3".

3.3>1donc 3" - 400 : lim v, =—-occet lim wu, = —o0.
n—-+4o0o n—-+4o0o

Exercice 8

4 2) —(4xr -1 9
1. f/(x) = (z +(:E)+ 2()2;U ) — @122 > 0 : f est strictement croissante sur I.

2. f est continue et strictement croissante : f(I) = [f(1); f(3)] = {1; %} C [1;3].

4o —1—a2—22 (x—1)2
3. _ — = — <0 I.
fla)—= PR 212 = sur

4. a. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, 1 < u,, < 2.

— Initialisation : ug =2 et 1 <2 < 2.

— Heérédité : soit n € N tel que 1 < u,, < 2. Par stricte croissance de f : f(1) < f(uy) < f(2), soit 1 < upy1 <
<.

D’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N, 1 < u,, < 2.

4. b. Upi1 — up = f(up) — up <0 d’apres 3 : (u,) est décroissante.

4. c. Décroissante et minorée par 1 : (u,) converge vers un réel £ € [1;2]. f est continue sur [1;2] et f([1;2]) C [1;2],
donc f(¢) = ¢, soit (( —1)2=0:¢=1.
dup —1—up —2  3(up —1) Uy + 2 (up —1)+3 1

5. a. u —-1= = , donc v = = = — 4+ vy. (vy) est

e Up + 2 Up + 2 T 3w, — 1) 3(un—1) 3" (vn)
arithmétique de raison %, de premier terme vy = 2—; =1.

n n+3 1 3 n+6

5. b.vy,=1+-=—— puisu,=1+—=1+ = .

" 3 3 PEEe n n+t3 n+3

3
5. c. — 0 : on retrouve lim wu, = 1.

n—+3 n—-+o0o

Exercice 9

1.Pour 1<k<n:n’+1<n?+4+k<n?+n, donc n2j—n < n;i ’ < n21:— T En sommant les n inégalités :
n? n?
n24+n = T n24+1
n? n?
- = T~ let — =  — 1 : d’apres le théoreme des gendarmes, lim w, = 1.
n“+n 1+, nc+1 145 n—+oo

Exercice 10

1. f est affine et strictement croissante : f(I) = [f(0); f(6)] = [3;6] C 1.

2. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, 0 < u,, <6.

— Initialisation : ug = 1 € [0;6].
— Hérédité : soit n € N tel que u,, € I =[0;6]. Alors w41 = f(uyn) € f(I) C I (question 1).

D’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N, 0 < u,, < 6.

1 6 —
3. Upy1 — Uy =3 — Un = zu" >0 : (uy) est croissante.
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4. Croissante et majorée par 6 : (u,) converge vers £ € I; f est continue sur [ et f(I) C I, donc ¢ = %6 + 3, soit
{=6.

5.a.v,11 = %un +3—-6= %(un —6) = %vn : géométrique de raison %, de premier terme vg = —5.
1\" 1\
5. b. v, = =5 (3) etuy=6-5(3)".

5.c. (3) =01 lim u,=6.

n—-+0o

Exercice 11

1. Montrons par récurrence que, pour tout n € N*, u, > 1.

— Initialisation : u; =4 > 1.
3up, —1—up,—1 2 -1
— Hérédité : soit n € N* tel que u, > 1. Alors up, + 1 >0 et upy1 — 1 = tn Un = (tun ) > 0.
Unp + 1 Un + 1

D’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N*, u,, > 1.

2 2un+1)  up,+1 un+1  (up—1)+2 ) )

2. a. = = = .0 = =1 : t arithmét d

a. Upyl =1 w1 w1 1run_1 - + vy, ¢ (vy) est arithmétique de
raison 1.

2 2 3n—1 2 6
2.b.U1:§,doncvn:§—|—(n—1): n .Puisunzl—l—a:l—l—gn_l.
6 .

2. c. 3n_1—>0.ngrfooun—1.

Exercice 12

1. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, u,, < 9.

— Initialisation : ug =7 < 9.
— Hérédité : soit n € N tel que u, < 9. Alors uy 41 = Fu, +6 <346 =9.

D’apreés le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N, u,, < 9.

n
2. a.vp41 =9— %un—6 = %(Q—un) = %vn : géométrique de raison %, de premier terme vy = 2 ; donc v,, = 2 (%) .
n
2. b. un:9—vn:9—2(%) ;commeO<%<1, lim wu, =9.
n—-+oo

3. up > 8,09 = 2 (%)" < 0,01 <= 3" >200. Or 3* = 81 < 200 et 35 = 243 > 200, et (3") est croissante : le
plus petit entier est n = 5.

Exercice 13

1. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, u,, > 0.

— Initialisation : ug =1 > 0.
— Hérédité : soit n € N tel que u,, > 0. Alors u,11 est le quotient du nombre u, > 0 par le carré non nul
(1+ 2./un)2 S Upy1 > 0.

D’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N, u,, > 0.

1
2. a. /u, >0donc 1+2/u, >1et (1+2,/u o — <.
2. b. upy1 = up X ——— < uy, (car u, > 0) : (u,) est strictement décroissante ; elle est minorée par 0,

(1+2/uy)?
donc convergente.

142 /u, 1

donc vp41 = = + 2 = v, + 2 : arithmétique de raison 2.

1

3. b. U():l,doncvn:Qn-l-l;1/un:metunzm.

3. a.

Unp,
Ul = ———,
N N
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3.c. lim u,=0.
n—-+o0o

Exercice 14

9% —4 21 4 20 85
I.l.yy=——="etugy=5——=5—— = —.
“ 5 5 &2 “ 21 ~ 21

I. 2. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, u,, > 4.

— Initialisation : ug = 5 > 4. s p A
— Hérédité : soit n € N tel que u,, > 4. Alors up+1 —4 = Un 727 Fn _ Un T > 0.
Uy, Uy,

D’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N, u,, > 4.

5 —4 — 2 2 -5 4 -1 —4
I- 3. U/n+1 — Up = Un un — _un Up + - _ (un )(un )
Un, U, Up,

I. 4. up, >4 donne up, — 1 >0, up —4 >0 : upy1 — up < 0. (uy) est décroissante et minorée par 4 : convergente.

4
I 1wy —d= 2

1 1 1
™ avec u, > 4, donc . < ) et upy1 —4 < Z(un —4).
)TL

N

I1. 2. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, u, — 4 < (

0
— Initialisation : ug —4 =1 = (i) .

+1
— Heérédité : soit n € N tel que u, —4 < (i)n. D’apres I1.1 : wpqq —4 < %(un —4) < (%)n .

)"

N

D’apreés le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N, u,, — 4 < (

II. 3.0 1< () =0 1 =4
co. U< uy — —(Z) — 'n—1>Toou"_ .
qu, — 4 —4 —4 1
Un et up41 —4 = Un , donc vp41 = Un T2 —vp,. (vp) est géométrique de raison
Uy, Uy, Au, —1) 4

1 . _1
7, de premier terme vg = 3.

III. 1. Un+1 — 1=

+1 4—
I1I1. 2. v, = (%)n . De vy (up, — 1) = uy — 4 on tire uy (1 — vy,) =4 — vy, d’olt u,, = . n (car v, # 1), soit
— Up,
1 n+1
_4-()
Up = 1 n+1
1= (4)
1 n+1 . 4
IL 3. (1) —0: lim w,=5 =4
4 , 4 . .
IV. 1. f(z) =5~ — et f'(x) = — > 0: f est strictement croissante sur I.
x x
Suy, — 4
IV. 2. f(un) = ——— = Upy1.
Up,

IV. 3. C’est la question 1.2 : u,, > 4, donc u,, € I.
IV. 4. f est continue, strictement croissante : f(I) = | f(4); Er}ra f(z)| =[4;5]C I.
x o

IV. 5. (u,) converge (1.4) vers ¢ € I (intervalle fermé); f est continue sur [ et f(I) C I, donc f(¢) = ¢ :
2 —50+4=0,s0it f=10oul=4. Commel¢lI:/l=4,
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