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Remarque — méthodes utilisées

— Branche infinie en +∞ : calculer lim f(x), puis lim f(x)
x , puis éventuellement lim

(
f(x) − ax

)
.

— Position relative : étudier le signe de la différence f(x) − g(x).
— Concavité : signe de f ′′ (ou sens de variation de f ′) ; point d’inflexion là où f ′′ s’annule en changeant de

signe.
— Tous les résultats ont été contrôlés avec Python/sympy (build/verif_lot2.py).

Exercice 1

1. f(x) existe si, et seulement si, x−1 ≥ 0 : Df = [1; +∞[. Comme lim
x→+∞

(2x−2) = +∞ et lim
x→+∞

√
x − 1 = +∞ :

lim
x→+∞

f(x) = +∞.

2. Pour x > 1 : f(x)
x

= 2 − 2
x

+
√

x − 1
x2 −−−−→

x→+∞
2, puis f(x) − 2x = −2 +

√
x − 1 −−−−→

x→+∞
+∞. Donc (Cf ) admet

au voisinage de +∞ une branche parabolique de direction la droite d’équation y = 2x.

3. f(1) = 0. Pour x > 1 : f(x) − f(1)
x − 1 = 2(x − 1) +

√
x − 1

x − 1 = 2 + 1√
x − 1

−−−−→
x→1+

+∞. f n’est pas dérivable à

droite en 1 : (Cf ) admet au point A(1; 0) une demi-tangente verticale dirigée vers le haut.

4. a. Sur ]1; +∞[ : f ′(x) = 2 + 1
2
√

x − 1
= 4

√
x − 1 + 1

2
√

x − 1
.

4. b. f ′(x) > 0 sur ]1; +∞[ : f est strictement croissante sur [1; +∞[.

5. a. f(x) − (2x − 1) =
√

x − 1 − 1 = (x − 1) − 1√
x − 1 + 1

= x − 2√
x − 1 + 1

.

5. b. Le dénominateur est strictement positif, donc le signe est celui de x − 2 : (Cf ) est en dessous de (D) sur
[1; 2[, au-dessus sur ]2; +∞[, et ils se coupent au point B(2; 3).
6. et 7. b. Voir la figure ci-dessous.
7. a. f est continue et strictement croissante sur [1; +∞[ : elle admet une réciproque définie sur J = f([1; +∞[) =
[f(1); +∞[= [0; +∞[. Sa courbe est la symétrique de (Cf ) par rapport à la droite y = x.
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Exercice 2

1. lim
x→+∞

x = +∞ et lim
x→+∞

√
x − 2 = +∞, donc lim

x→+∞
f(x) = +∞.

2. x 7→ x − 2 est continue et positive sur [2; +∞[, donc x 7→
√

x − 2 y est continue ; par produit avec x 7→ x, f

est continue sur [2; +∞[.

3. f(x)
x

=
√

x − 2 −−−−→
x→+∞

+∞ : branche parabolique de direction l’axe des ordonnées.

4. f(2) = 0 ; pour x > 2 : f(x) − f(2)
x − 2 = x

√
x − 2

x − 2 = x√
x − 2

−−−−→
x→2+

+∞. f n’est pas dérivable à droite en 2 :

demi-tangente verticale au point (2; 0).

5. a. f ′(x) =
√

x − 2 + x

2
√

x − 2
= 2(x − 2) + x

2
√

x − 2
= 3x − 4

2
√

x − 2
.

5. b. Pour x > 2, 3x − 4 > 2 > 0 : f est strictement croissante sur [2; +∞[.

6. a. f ′(x) = 1
2(3x − 4)(x − 2)− 1

2 , donc

f ′′(x) = 3
2(x − 2)− 1

2 − 1
4(3x − 4)(x − 2)− 3

2 = 6(x − 2) − (3x − 4)
4(x − 2)

3
2

= 3x − 8
4
√

(x − 2)3 .

6. b. f ′′(x) < 0 sur
]
2; 8

3

[
: (Cf ) est concave sur

[
2; 8

3

]
; f ′′(x) > 0 sur

]
8
3 ; +∞

[
: (Cf ) est convexe sur

[
8
3 ; +∞

[
.

f ′′ s’annule en 8
3 en changeant de signe : le point I

(
8
3 ; 8

√
6

9

)
est un point d’inflexion (car f

(
8
3

)
= 8

3

√
2
3 = 8

√
6

9 ).
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7. f(x) − x = x
(√

x − 2 − 1
)

avec x > 0. Or
√

x − 2 − 1 < 0 ⇐⇒ x − 2 < 1 ⇐⇒ x < 3. Donc (Cf ) est en
dessous de (∆) sur [2; 3[, au-dessus sur ]3; +∞[, et ils se coupent au point (3; 3).
8. et 10. Voir la figure ci-dessous.
9. a. f est continue et strictement croissante sur [2; +∞[ : réciproque définie sur J = [f(2); +∞[= [0; +∞[.

9. b. f(6) = 6 × 2 = 12 ; f est dérivable en 6 et f ′(6) = 14
4 = 7

2 ̸= 0. Donc f−1 est dérivable en 12 et(
f−1)′ (12) = 1

f ′(6) = 2
7.

Exercice 3

1. Le signe de f ′(x) se lit sur (Γ) : f ′(x) ≤ 0 sur [−4; −2
√

3], f ′(x) ≥ 0 sur [−2
√

3; 0], f ′(x) ≤ 0 sur [0; 2
√

3] et
f ′(x) ≥ 0 sur [2

√
3; 4] (s’annulant seulement en −2

√
3, 0, 2

√
3).

2. (Cf ) est convexe là où f ′ est croissante et concave là où f ′ est décroissante. Sur (Γ) : f ′ est croissante sur
[−4; −2], décroissante sur [−2; 2] et croissante sur [2; 4]. Donc (Cf ) est convexe sur [−4; −2], concave sur [−2; 2]
et convexe sur [2; 4]. La concavité change en −2 et en 2 : les points d’inflexion ont pour abscisses −2 et 2.

Exercice 4

1. f(x) existe si, et seulement si, x ≥ 0 et
√

x ̸= 2, c’est-à-dire x ≥ 0 et x ̸= 4 : Df = [0; 4[∪]4; +∞[.

— En 4 : le numérateur tend vers 4 ;
√

x − 2 → 0− si x → 4− et → 0+ si x → 4+. Donc lim
x→4−

f(x) = −∞ et
lim

x→4+
f(x) = +∞.
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— En +∞ : f(x) =
√

x

1 − 2√
x

→ +∞.

— f(0) = 0.

2. La droite d’équation x = 4 est une asymptote verticale. En +∞ : f(x)
x

= 1√
x − 2 → 0 : branche

parabolique de direction l’axe des abscisses.

3. Pour x ∈]0; 4[ : f(x) − f(0)
x

= 1√
x − 2 −−−−→

x→0+
−1

2. f est dérivable à droite en 0 et f ′
d(0) = −1

2 : (Cf ) admet à

l’origine une demi-tangente d’équation y = −1
2x (x ≥ 0).

4. a. Pour x ∈ Df \ {0} :

f ′(x) =
(
√

x − 2) − x × 1
2
√

x

(
√

x − 2)2 =
(
√

x − 2) −
√

x
2

(
√

x − 2)2 =
√

x − 4
2 (

√
x − 2)2 .

4. b. f ′(x) a le signe de
√

x − 4 : négatif pour x < 16, positif pour x > 16 ; f(16) = 16
2 = 8.

5. f(x) = x ⇐⇒ x = x (
√

x − 2) (avec x ∈ Df ) ⇐⇒ x (
√

x − 3) = 0 ⇐⇒ x = 0 ou x = 9. Les deux points
sont O(0; 0) et E(9; 9).
6. et 7. g est continue et strictement décroissante sur [0; 4[, de 0 à −∞ : sa réciproque est définie sur ] − ∞; 0] et
sa courbe est la symétrique de la partie de (Cf ) correspondante par rapport à y = x.

Exercice 5

A. 1. u′(x) = 21x2 + 3.
A. 2. u′(x) > 0 pour tout réel x : u est strictement croissante sur R.
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A. 3. Pour x ≥ 0, u(x) ≥ u(0) = 2 > 0.

B. 1. lim
x→+∞

(x3 + x + 2) = +∞ et lim
x→+∞

√
x = +∞ : lim

x→+∞
f(x) = +∞. Pour x > 0 : f(x)

x
= x3 + x + 2√

x
− 3

x
=

x2√
x +

√
x + 2√

x
− 3

x
→ +∞ : branche parabolique de direction l’axe des ordonnées.

B. 2. Produit et somme de fonctions continues sur [0; +∞[ : f est continue sur [0; +∞[.

B. 3. f(0) = −3 ; pour x > 0 : f(x) − f(0)
x

= (x3 + x + 2)
√

x

x
= x3 + x + 2√

x
−−−−→
x→0+

+∞ (numérateur → 2).

Demi-tangente verticale au point (0; −3).

B. 4. a. f ′(x) = (3x2 + 1)
√

x + x3 + x + 2
2
√

x
= 2x(3x2 + 1) + x3 + x + 2

2
√

x
= 7x3 + 3x + 2

2
√

x
= u(x)

2
√

x
.

B. 4. b. D’après A.3, f ′(x) > 0 sur ]0; +∞[ ; f étant continue sur [0; +∞[, elle y est strictement croissante.

B. 5. f est continue, strictement croissante, f([0; +∞[) = [−3; +∞[∋ 0 : l’équation f(x) = 0 admet une unique
solution α. f(0,8) = 3,312 ×

√
0,8 − 3 ≈ −0,04 < 0 et f(0,9) = 3,629 ×

√
0,9 − 3 ≈ 0,44 > 0 : 0,8 < α < 0,9.

B. 6. f(1) = 4 − 3 = 1 et f ′(1) = u(1)
2 = 12

2 = 6 : (T ) : y = 6(x − 1) + 1, soit y = 6x − 5.

B. 8. a. f est continue et strictement croissante sur [0; +∞[ : réciproque définie sur J = [−3; +∞[.
B. 7. et 8. b.
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Exercice 6

A. 1. lim
x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

x3 = +∞ et lim
x→−∞

g(x) = −∞.

A. 2. g′(x) = 3x2 + 2x + 3 ; discriminant 4 − 36 = −32 < 0, donc g′(x) > 0 : g est strictement croissante sur R.
A. 3. g est continue, strictement croissante et g(R) = R : unique solution α. g(0) = −1 < 0 et g

(
1
2

)
=

1
8 + 1

4 + 3
2 − 1 = 7

8 > 0 : 0 < α < 1
2 .

A. 4. g(x) < 0 si x < α ; g(α) = 0 ; g(x) > 0 si x > α.

B. 1. x2 + 1 > 0 pour tout réel x : Df = R. 2
x2 + 1 → 0 en ±∞, donc lim

x→+∞
f(x) = +∞ et lim

x→−∞
f(x) = −∞.

B. 2. f est somme d’une fonction affine et d’une fonction rationnelle définie sur R : f est continue sur R.

B. 3. f ′(x) = 1− 2 × 2x

(x2 + 1)2 = x4 + 2x2 + 1 − 4x

(x2 + 1)2 . Or (x−1)(x3+x2+3x−1) = x4+x3+3x2−x−x3−x2−3x+1 =

x4 + 2x2 − 4x + 1. Donc f ′(x) = (x − 1)g(x)
(x2 + 1)2 .

B. 4. Signe de (x − 1)g(x), avec 0 < α < 1 : positif sur ] − ∞; α[, négatif sur ]α; 1[, positif sur ]1; +∞[. f(1) = 2
et f(α) = α + 2

α2 + 1.

B. 5. f(x) − x = 2
x2 + 1 −−−−→

x→±∞
0 : (∆) : y = x est une asymptote oblique en −∞ et en +∞.
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B. 6. f(x) − x = 2
x2 + 1 > 0 : (Cf ) est au-dessus de (∆) sur R.

B. 7. a. h est continue et strictement croissante sur [1; +∞[ : elle admet une réciproque définie sur J =
[h(1); +∞[= [2; +∞[.
B. 7. b. h−1 a le même sens de variation que h :

Exercice 7

1. f(0) = 0 et lim
x→0−

2x√
x2 + 4

= 0
2 = 0 = f(0) ; f est continue à droite en 0 (fonction continue sur [0; +∞[). Donc

f est continue en 0.

2. a. Pour x > 0 : f(x) − f(0)
x

= 1 +
√

x2 + 4x

x
= 1 +

√
x + 4

x
−−−−→
x→0+

+∞. f n’est pas dérivable à droite en 0 :
demi-tangente verticale à l’origine (dirigée vers le haut).

2. b. Pour x < 0 : f(x)
x

= 2√
x2 + 4

−−−−→
x→0−

1. Donc f est dérivable à gauche en 0 avec f ′
g(0) = 1 : demi-tangente

d’équation y = x (x ≤ 0) à l’origine.

3. Pour x < 0,
√

x2 + 4 = −x
√

1 + 4
x2 , donc f(x) = −2√

1 + 4
x2

−−−−→
x→−∞

−2 : la droite d’équation y = −2 est une

asymptote horizontale au voisinage de −∞.

4. a. lim
x→+∞

f(x) = +∞ ; f(x)
x

= 1 +
√

1 + 4
x

→ 2 ; et

f(x) − 2x =
√

x2 + 4x − x = 4x√
x2 + 4x + x

= 4√
1 + 4

x + 1
−−−−→
x→+∞

2.

4. b. lim
x→+∞

(
f(x) − (2x + 2)

)
= 0 : la droite d’équation y = 2x + 2 est une asymptote oblique au voisinage de

+∞.

5. a. Pour x > 0 : f ′(x) = 1 + 2x + 4
2
√

x2 + 4x
= 1 + x + 2√

x2 + 4x
. Pour x < 0 : f ′(x) =

2
√

x2 + 4 − 2x · x√
x2+4

x2 + 4 =

2(x2 + 4) − 2x2

(x2 + 4)
√

x2 + 4
= 8

(x2 + 4)
√

x2 + 4
.

5. b. Dans les deux cas f ′(x) > 0. f étant continue sur R, elle est strictement croissante sur R.

6. a. Pour x > 0, en écrivant f ′(x) = 1 + (x + 2)(x2 + 4x)− 1
2 :

f ′′(x) = (x2 + 4x)− 1
2 − (x + 2)2(x2 + 4x)− 3

2 = x2 + 4x − (x + 2)2

(x2 + 4x)
3
2

= −4
(x2 + 4x)

√
x2 + 4x

.
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Pour x < 0, f ′(x) = 8(x2 + 4)− 3
2 , donc f ′′(x) = 8 ×

(
−3

2

)
× 2x (x2 + 4)− 5

2 = −24x

(x2 + 4)2
√

x2 + 4
= −24x

√
x2 + 4

(x2 + 4)3 .

6. b. Sur ]0; +∞[, f ′′(x) < 0 : (Cf ) est concave sur [0; +∞[. Sur ] − ∞; 0[, −24x > 0 donc f ′′(x) > 0 : (Cf ) est
convexe sur ] − ∞; 0]. La concavité change à l’origine.

7. Pour x ≥ 0 : f(x) − x =
√

x2 + 4x ≥ 0, nul seulement en 0. Pour x < 0 : f(x) − x = x

( 2√
x2 + 4

− 1
)

=

x
(
2 −

√
x2 + 4

)
√

x2 + 4
; or

√
x2 + 4 > 2, donc la parenthèse est négative, et x < 0 : la différence est positive. Ainsi

(Cf ) est au-dessus de la droite y = x sur R∗, et la coupe uniquement en O.

8. a. g est continue et strictement croissante sur ] − ∞; 0[ : réciproque définie sur J =
]

lim
x→−∞

g(x); lim
x→0−

g(x)
[

=
] − 2; 0[.

8. b. g
(
− 2√

3

)
=

− 4√
3√

4
3 + 4

=
− 4√

3
4√
3

= −1, donc g−1(−1) = − 2√
3

. Puis g′
(
− 2√

3

)
= 8(

16
3

) 3
2

= 8
64

3
√

3
= 3

√
3

8 ̸= 0,

d’où
(
g−1)′ (−1) = 8

3
√

3
= 8

√
3

9 .

8. c. Pour x ∈ J et y < 0 : g(y) = x ⇐⇒ 2y = x
√

y2 + 4. Les deux membres sont négatifs ; en élevant au carré

(équivalence car ils sont de même signe) : 4y2 = x2(y2 + 4) ⇐⇒ y2(4 − x2) = 4x2 ⇐⇒ y2 = 4x2

4 − x2 , et comme

y < 0 et x < 0 : y = 2x√
4 − x2

. Donc g−1(x) = 2x√
4 − x2

.

8. d.
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