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Corrigé détaillé de la série n° 03
Etude de fonctions

2¢me Bac Sciences Expérimentales (PC — SVT) - Lycée Qualifiant Ibn Hazm - Prof. El Koudri Hamza
20262027
Remarque — méthodes utilisées
f(@)

— Branche infinie en +o00 : calculer lim f(z), puis lim £, puis éventuellement lim (f(z) — az).

Tz

— Position relative : étudier le signe de la différence f(x) — g(x).

— Concavité : signe de f” (ou sens de variation de f’); point d’inflexion la ot f” s’annule en changeant de
signe.

— Tous les résultats ont été contrdlés avec Python/sympy (build/verif_lot2.py).

Exercice 1

1. f(x) existe si, et seulement si, z—1 > 0: Dy = [1;400[. Comme lim (22 —2) =4ooet lim z—1=+o0:

T—+400 r—+00
oo 1 (0) = oo
f(z) 2 x—1 .
2.Porz>1: ——=2——+ 5~ —— 2, puis f(v) —2r = -2+ v/ — 1 ——— +00. Donc (Cy) admet
x€X x€X xr——+00 x——+00

x
au voisinage de +oo une branche parabolique de direction la droite d’équation y = 2z.

— f(1 2z —1 vo—1
3.f(1)=O.Pourx>1:f(x) f(): =1+ ve =2+ —
r—1 r—1 VT —1 z-1+
droite en 1 : (Cy) admet au point A(1;0) une demi-tangente verticale dirigée vers le haut.
1 4fz—T1+41
2yz—1  2yz—1

4. b. f'(x) > 0 sur ]1;+o00[ : f est strictement croissante sur [1;+o0].

+00. f n’est pas dérivable a

4. a. Sur |1;+o0[ : fl(z) =2+

o 1 —+00

e +

f(x) /

0

—+00

B (z-1)-1 x-2
5.a.f(m)—(2x—1)—\/m—1—\/m+1—\/m+1.

5. b. Le dénominateur est strictement positif, donc le signe est celui de x — 2 : (Cy) est en dessous de (D) sur

[1; 2], au-dessus sur |2; +o00[, et ils se coupent au point B(2;3).
6. et 7. b. Voir la figure ci-dessous.

7. a. f est continue et strictement croissante sur [1; +o00| : elle admet une réciproque définie sur J = f([1; +o0]) =
[f(1); +00[= [0; +00[. Sa courbe est la symétrique de (C) par rapport a la droite y = .
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Exercice 2
1. lim z=+ocoet lim a—2=4o0,donc lim f(z)=+oc.
Tr—+00 Tr—+0c0 T—+00

2. x — x — 2 est continue et positive sur [2; 00|, donc z — y/z — 2 y est continue; par produit avec x — x, f
est continue sur [2; +o0|.

3. @ =+/x —2 — +00 : branche parabolique de direction 1’axe des ordonnées.
x

T—r+400
— f(2 vV —2
4. f(2) =0; pour z > 2 : @)~ 1) — Ive - +o00. f n’est pas dérivable a droite en 2 :

xr —2 r—2 VT — 2 z—2t

demi-tangente verticale au point (2;0).
2(x —2 3x —4
5.a. fl(z) =V -2+ i (z-2)+ i

5. b. Pour x > 2,3z —4 >2>0: f est strictement croissante sur [2; +o0].

Wr-2  2/z-2  r-2

o 2 —+00

+00
f(x) -
0
6. a. f'(z) = 33z — 4)(z — 2)_%, donc
F(w) = (e —2)7F — J(3r— ) - 2)7F = 6z —42 - ;:’;x —4) _ . 3(9;—82)3.

6. b. f(z) <0 sur }2; %{ : (Cy) est concave sur {2; %} i f(z) > 0 sur } 8 —i—oo{ : (C) est convexe sur [%; —i—oo[.

% en changeant de signe : le point [ (%; 876) est un point d’inflexion (car f (§) =8,/2 = M).

(/]
f" s’annule en 3 3\ 35 5
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7. f@)—z=z(Vr—2—1)avecz>0.0r/z2-2-1<0 < 2-2<1 <= 2 < 3. Donc (Cy) est en
dessous de (A) sur [2; 3], au-dessus sur |3; +00[, et ils se coupent au point (3;3).

8. et 10. Voir la figure ci-dessous.

9. a. f est continue et strictement croissante sur [2; 4o00[ : réciproque définie sur J = [f(2); +o0[= [0; +o0].

14 7
9. b. f(6) =6 x2 = 12; f est dérivable en 6 et f'(6) = T =3 # 0. Donc f~! est dérivable en 12 et

1 2

(' (12) = 5= 7

Exercice 3

1. Le signe de f/(z) se lit sur (') : f/(z) < 0 sur [—4; —2v/3], f/(z) > 0 sur [-2/3;0], f'(z) < 0 sur [0;2/3] et
f'(x) > 0 sur [2v/3;4] (s’annulant seulement en —2v/3, 0, 2/3).

T —4 —9/3 0 23 4

f'(@) -0+ 0 - 0 o+
CHEE N

2. (Cy) est convexe 1a ou f" est croissante et concave la ou f’ est décroissante. Sur (I') : f est croissante sur
[—4; —2], décroissante sur [—2;2] et croissante sur [2;4]. Donc (Cy) est convexe sur [—4; —2|, concave sur [—2; 2]
et convexe sur [2;4]. La concavité change en —2 et en 2 : les points d’inflexion ont pour abscisses —2 et 2.

Exercice 4

1. f(z) existe si, et seulement si, x > 0 et \/z # 2, c’est-a-dire x > 0 et & # 4 : Dy = [0;4[U]4; +00].

— En 4 : le numérateur tend vers 4; /Jx —2 — 0~ siz — 4~ et — 0" si z — 47. Donc lim f(z) = —occ et
T4~
li = .
At S0 = e
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x
— En 400 : f(z) = 1\6 — +00.
N
— ) =0.
1
2. La droite d’équation z = 4 est une asymptote verticale. En +oo : /(@) = N — 0 : branche
x u—
parabolique de direction I’axe des abscisses.
— f(0 1 1
3. Pour z €]0;4] : /() . 1) = 52 o0r 2 f est dérivable a droite en 0 et f7(0) = —3 : (Cy) admet &
Porigine une demi-tangente d’équation y = —%az (z >0).

4. a. Pour x € Dy \ {0} :

f,(x):(f—2)—x><ﬁ _WE-2-%  Ji-4
(Va—2)° (Ve —2)° 2(vz—2)"

16
4. b. f'(x) a le signe de /z — 4 : négatif pour x < 16, positif pour z > 16; f(16) = 5= 8.

x 0 4 16 +00
/() - - 0+
0 +00 +00
f(x) \\x \\\ ////X
—00 8

5. f(z) =2 <= s=a(r—2) (avecx € Df) <= z(y/r—3)=0 <= 2z =0o0uz=29. Les deux points
sont O(0;0) et E(9;9).

6. et 7. g est continue et strictement décroissante sur [0;4[, de 0 & —oo : sa réciproque est définie sur | — 0o; 0] et
sa courbe est la symétrique de la partie de (C'y) correspondante par rapport a y = .

y =,

16 20 24 28 32 36

Exercice 5

A. 1. d/(z) =212% + 3.

A. 2. u/(z) > 0 pour tout réel x : u est strictement croissante sur R.
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A. 3. Pour z > 0, u(z) > u(0) =2 > 0.

3
B. 1. lim (x +9:+2)——|—ooet$l1>1}r100\f—+oo.mll)riloof(x)—+oo.Pourx>0. o= Tz .

T—+00

2 3
22T+ T+ = — . — +00 : branche parabolique de direction ’axe des ordonnées.

VT
B. 2. Produit et somme de fonctions continues sur [0; +o0o[ : f est continue sur [0; +o00].
f(x)—f0) (P+z+2)/z a3+z+2

B. 3. f(0) = —3; > 0: = = érat — 2).
f(0) ; pour x " . 7z o +00 (numérateur )

Demi-tangente verticale au point (0; —3).
P 4r+2 22822+ 1)+ +x+2 T2 +3z+2  u(z)
2y/r 2\/x B 2v/r 2T

B. 4. b. D’aprés A.3, f'(x) > 0 sur |0; +oo[; f étant continue sur [0; +oo[, elle y est strictement croissante.

B. 4. a. f'(z) = (322 + 1)\/z +

“+00
f(,[) /
-3
B. 5. f est continue, strictement croissante, f([0;+o0[) = [—3;400[> 0 : I"équation f(x) = 0 admet une unique
solution a. f(0,8) = 3,312 x /0,8 =3~ —0,04 <0 et f(0,9) = 3,629 x /0,9 -3~ 0,44 >0:0,8 < a <0,9.
1 12
B.6. f(1)=4—3=1et f'(1) = “(2) = 5 =6:(T):y=6(z—1)+1, soit y = 6z — 5.
B. 8. a. f est continue et strictement croissante sur [0; +o00] : réciproque définie sur J = [—3; +00].

B. 7. et 8. b.
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Exercice 6

. o . 3 _ . _
A. 1. $£1)rfoog(x) = xll)riloow = 400 et xkr_noog(x) = —00.
A. 2. ¢/(z) = 322 4+ 22 + 3; discriminant 4 — 36 = —32 < 0, donc ¢/(x) > 0 : g est strictement croissante sur R.
A. 3. g est continue, strictement croissante et g(R) = R : unique solution a. g(0) = -1 < O et g (%) =
1,13 _7 : 1

A.4.g(x)<0siz<a;g(a)=0; g(x) >0siz > a.

B. 1. 22 + 1 > 0 pour tout réel z : Dy =R.

o] — 0 en oo, donc xgrfwf(x) = 400 et 3311}15100 f(z) = —oc0.

B. 2. f est somme d’une fonction affine et d’une fonction rationnelle définie sur R : f est continue sur R.
2x 2  zt4207+1—4da __— 43 o —
B.3. f'(x)=1— CEESE = CEEE .Or (z—1)(z°+2°+32x—1) = 2*+2°4+32° —x—2° —2*—3z+1 =
—1
ot + 22?2 — 42 + 1. Donc f'(z) = W
B. 4. Signe de (z — 1)g(x), avec 0 < o < 1 : positif sur | — oo; o[, négatif sur |o; 1, positif sur |1; +oo[. f(1) =2

et f(o) :a—i—i.

a?+1
x —00 « 1 +0o0
f'(x) + 0 - 0 +
fa) 00
—00 2

B. 5. f(z)—=z 0: (A):y = x est une asymptote oblique en —oo et en +oc.

= —
(1:2—|—1 z—+o00
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B. 6. f(z)—z= 0: (Cy) est au-dessus de (A) sur R.

— >
22 +1
B. 7. a. h est continue et strictement croissante sur [1;+oo] : elle admet une réciproque définie sur J =
[h(1); +o00[= [2; +00].

B. 7. b. h~! a le méme sens de variation que h :

z 2 +00
400
hfl (,,r) /
1
Exercice 7
. 2z 0 . . . . .
1. f(0)=0et lim ————= = - =0= f(0); f est continue a droite en 0 (fonction continue sur [0; +oc[). Donc

2—0— /12 +4 2
f est continue en 0.

— f(0 Va2 +4 / 4
2. a.Pourz >0: M =1+ verrar 1+ s — +00. f n’est pas dérivable a droite en O :
x z—0

T T
demi-tangente verticale a 'origine (dirigée vers le haut).

f(z) 2

2. b. Pour z <0 : = 1. Donc f est dérivable & gauche en 0 avec f/(0) =1 : demi-tangente
. Ny f g f3(0) g

d’équation y = z (x < 0) a lorigine.
3. Pour z <0, Va2 +4=—x\/1+ l%, donc f(z) =

-2
asymptote horizontale au voisinage de —oo.

\/@ T——00
f(=)

4
4.a. lim f(z)=+40c0; —>=1+4/1+—-—=2;¢t
x x

T—+00

» —2 : la droite d’équation y = —2 est une

4x 4
) —2r=Val+dr—z = = 2.
f() /:L'2+4{L'+(IZ /1+%+1 T—+00

4. b. lim (f(z)— (22 +2)) =0 : la droite d’équation y = 2z + 2 est une asymptote oblique au voisinage de

T—r—+00
+00.
2r+4 x+2 2Va® +4 -2z ]
5.a.Pourz>0: fl(z) =1+ ——— =1+ ————. Pourz < 0 : f(z) = i
J(z) 2vVx? 4+ Az Va? + 4z J(z) x2+4
2(x? +4) — 22 8

(22 4+4)Va2+4 (2 +4)Va? + 4

5. b. Dans les deux cas f'(x) > 0. f étant continue sur R, elle est strictement croissante sur R.

i —00 0 “+00
f'(z) + +
—+00
f@ |
—2

6. a. Pour x > 0, en écrivant f'(x) =1+ (z +2)(z% + 4x)_% .

? + 4z — (z+2)? —4
(2% + 4x)% (22 + 42)v2? + 4z

F'(x) = (22 + 42)"2 — (2 +2)%(22 + da) "3 =
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—24x B —24x/22 + 4
@V @A
6. b. Sur |0; +oo[, f’(x) < 0: (Cf) est concave sur [0; +oo[. Sur | — 00;0[, —24x > 0 donc f"(z) > 0: (Cy) est
convexe sur | — oo; 0]. La concavité change a l'origine.

Pour z < 0, f'(z) = 8(2? + 4)72, done f"(x) =8 x (~3) x 2z (a? +4)75 =

2
7. Pour 2 > 0 : f(z) —z = Va? + 4z > 0, nul seulement en 0. Pour z < 0 : f(z) —x =« (2+4 - 1) =
x
m(2—\/x2—|—4)

o ;or Va2 +4 > 2, donc la parenthése est négative, et x < 0 : la différence est positive. Ainsi
(Cy) est au-dessus de la droite y = = sur R, et la coupe uniquement en O.

8. a. g est continue et strictement croissante sur | — co; 0] : réciproque définie sur J = ] lim g(z); lim g(z) { =

T——00 z—0~
| =20[
v R 2 8 8 33
8. b.yg (—l) = 3 — Y3 — 1 donc g !(—1) = ——. Puis ¢ (—l) = = = £0
V3 4 ) V3 3 64 )
g +4 V3 V3 (%) > 33 8
8  8V3
don (g71)' (1) = —= = =~
B.c.PourzeJety<0:g(y) =2 < 2y=1xyy?>+ 4. Les deux membres sont négatifs ; en élevant au carré
4 2
(6quivalence car ils sont de méme signe) : 4y® = 22(y? + 4) <= y?>(4 — 2?) = 42? = > = 4%, et comme
-z
2z 2z
<0etz<0:y=——. Donc g7(z) = —.
y V= g (@) = s

8. d.
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