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Remarque — méthodes utilisées

— Dérivabilité en a : limite du taux d’accroissement f(x)−f(a)
x−a ; limite infinie ⇒ demi-tangente verticale ;

limites à droite et à gauche différentes ⇒ point anguleux.
— Réciproque : continuité + stricte monotonie sur I, J = f(I) ;

(
f−1)′ (b) = 1

f ′(a) avec b = f(a) et f ′(a) ̸= 0.
— Tous les calculs ont été vérifiés avec Python/sympy (build/verif_lot1.py).

Exercice 1

1. f(1) =
√

1 − 1 − 1 = −1 et lim
x→1−

f(x) = 1 − 1 − 1 = −1 ; à droite, x 7→
√

x2 − 1 − 1 est continue sur [1; +∞[.
Donc lim

x→1−
f(x) = lim

x→1+
f(x) = f(1) : f est continue en 1.

2. À gauche (x < 1) : f(x) − f(1)
x − 1 = 2 − x − x3

x − 1 = −(x − 1)(x2 + x + 2)
x − 1 = −(x2 + x + 2) −−−−→

x→1−
−4. Donc f est

dérivable à gauche en 1 et f ′
g(1) = −4 : (Cf ) admet au point A(1; −1) une demi-tangente à gauche d’équation

y = −4(x − 1) − 1 = −4x + 3 (x ≤ 1).

À droite (x > 1) : f(x) − f(1)
x − 1 =

√
x2 − 1
x − 1 =

√
(x − 1)(x + 1)

(x − 1)2 =
√

x + 1
x − 1 −−−−→

x→1+
+∞. f n’est pas dérivable à

droite en 1 : (Cf ) admet en A une demi-tangente verticale dirigée vers le haut.
3. Pour x < 1 : f ′(x) = −1 − 3x2.

4. Sur ] − ∞; 1[, f ′(x) = −1 − 3x2 < 0. Sur ]1; +∞[, f ′(x) = 2x

2
√

x2 − 1
= x√

x2 − 1
> 0. Limites : lim

x→−∞
f(x) =

lim
x→−∞

(−x3) = +∞ et lim
x→+∞

f(x) = +∞.

5. f est continue et strictement décroissante sur ] − ∞; 1], donc sur [0; 1], avec f(0) = 1 > 0 et f(1) = −1 < 0 :
l’équation f(x) = 0 a une unique solution α dans ]0; 1[. Sur ] − ∞; 0], f(x) ≥ f(0) = 1 > 0 : pas d’autre solution.
Donc l’équation admet une unique solution α dans ] − ∞; 1[, et 0 < α < 1.
6. g est continue et strictement décroissante sur ] − ∞; 1[ : elle admet une fonction réciproque définie sur
J = g(] − ∞; 1[) =

]
lim

x→1−
g(x); lim

x→−∞
g(x)

[
= ] − 1; +∞[.

Exercice 2

1. Pour x > 0 : f(x) =
√

x (
√

x − 6) + 5, et
√

x → +∞,
√

x − 6 → +∞ : lim
x→+∞

f(x) = +∞.

2. On considère la fonction φ définie sur [0; 1] par φ(x) = x2 − f(x) = x2 − x + 6
√

x − 5. Elle est continue,
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φ(0) = −5 < 0 et φ(1) = 1 > 0. Pour x ∈]0; 1[ : φ′(x) = 2x − 1 + 3√
x

; or 3√
x

> 3 et 2x − 1 > −1, donc

φ′(x) > 2 > 0 : φ est strictement croissante sur [0; 1]. L’équation φ(x) = 0, équivalente à f(x) = x2, admet une
unique solution α dans ]0; 1[.

3. a. Pour x > 0 : f ′(x) = 1− 3√
x

=
√

x − 3√
x

, strictement positif pour x > 9. g est continue et strictement croissante

sur I, donc admet une réciproque définie sur J = g(I) =
]

lim
x→9+

g(x); lim
x→+∞

g(x)
[
. Comme f(9) = 9−18+5 = −4 :

J =] − 4; +∞[.
3. b. On remarque que f(y) =

(√
y − 3

)2 − 4. Pour x ∈ J et y ∈ I : g(y) = x ⇐⇒
(√

y − 3
)2 = x + 4 ⇐⇒

√
y − 3 =

√
x + 4 (car √

y − 3 > 0 et x + 4 > 0). Donc g−1(x) =
(
3 +

√
x + 4

)2.

Exercice 3

1. f(x) existe si, et seulement si, x − 1 ≥ 0 : Df = [1; +∞[.

2. Pour x > 1 : f(x) = x

(
4
√

x − 1
x

− 1
)

et
√

x − 1
x

=
√

x − 1
x2 → 0, donc lim

x→+∞
f(x) = −∞.

3. x 7→
√

x − 1 est continue sur [1; +∞[ et x 7→ x sur R : f est continue sur Df .

4. f(1) = −1. Pour x > 1 : f(x) − f(1)
x − 1 = 4

√
x − 1 − (x − 1)

x − 1 = 4√
x − 1

− 1 −−−−→
x→1+

+∞. f n’est pas dérivable à

droite en 1 : (Cf ) admet au point A(1; −1) une demi-tangente verticale dirigée vers le haut.

5. Pour x > 1 : f ′(x) = 4
2
√

x − 1
− 1 = 2 −

√
x − 1√

x − 1
= (2 −

√
x − 1)(2 +

√
x − 1)√

x − 1(2 +
√

x − 1)
= 5 − x√

x − 1
(√

x − 1 + 2
) .

Le dénominateur est strictement positif : f ′(x) a le signe de 5 − x. Donc f est strictement croissante sur [1; 5] et
strictement décroissante sur [5; +∞[, avec f(5) = 8 − 5 = 3.

6. a. g est continue et strictement décroissante sur I = [5; +∞[ : elle admet une réciproque définie sur
J =

]
lim

x→+∞
g(x); g(5)

]
= ] − ∞; 3].

6. b. g−1 a le même sens de variation que g : g−1 est strictement décroissante sur J .
6. c. Pour x ∈ J : g−1(x) = 10 ⇐⇒ x = g(10) (car 10 ∈ I). Or g(10) = 4 × 3 − 10 = 2 ∈ J . S = {2}.
6. d. Soit x ∈ J et y ∈ I ; on pose t =

√
y − 1, donc t ≥ 2 et y = t2 + 1. Alors g(y) = x ⇐⇒ 4t − t2 − 1 =

x ⇐⇒ (t − 2)2 = 3 − x ⇐⇒ t − 2 =
√

3 − x (car t − 2 ≥ 0 et 3 − x ≥ 0). Ainsi g−1(x) = 1 +
(
2 +

√
3 − x

)2
(contrôle : g−1(3) = 5).

Exercice 4

1. Lecture : f(−2) = 2. La tangente en (−2; 2) passe par (−3; 0) : f ′(−2) = 2 − 0
−2 − (−3) = 2. La tangente au

point d’abscisse −1 est horizontale : f ′(−1) = 0.

2. La demi-tangente à droite au point (1; −1) passe par (2; 0) : f ′
d(1) = 0 − (−1)

2 − 1 = 1. La demi-tangente à gauche

passe par (0; 3) : f ′
g(1) = 3 − (−1)

0 − 1 = −4.
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3. f ′
d(1) = 1 ̸= f ′

g(1) = −4 : f n’est pas dérivable en 1 (le point (1; −1) est un point anguleux).
4. On lit f(−3) = −1, f(−1) = 3, f(1) = −1 et l’on donne f(3) = 5.

5. f ′(x) > 0 là où f est strictement croissante, f ′(x) < 0 là où elle est strictement décroissante, f ′(−1) = 0 et
f ′(1) n’existe pas.

Exercice 5

1. La tangente au point d’abscisse 5
2 est horizontale : f ′

(
5
2

)
= 0.

2. La demi-tangente à droite en A(1; 0) passe par B(4; 4) : f ′
d(1) = 4 − 0

4 − 1 = 4
3.

3. La demi-tangente à gauche en A est verticale : le taux d’accroissement tend vers l’infini quand x → 1−, donc
f n’est pas dérivable à gauche en 1.

4. f(1) = 0, donc f(x)
x − 1 = f(x) − f(1)

x − 1 . À gauche de 1, la courbe descend vers A avec une demi-tangente

verticale : f(x) > 0 et x − 1 < 0, donc lim
x→1−

f(x)
x − 1 = −∞.

5. Lecture : f est strictement décroissante sur ] − ∞; 1] (avec lim
x→−∞

f(x) = +∞), strictement croissante sur[
1; 5

2

]
et strictement décroissante sur

[
5
2 ; 4
]

; f(1) = 0, f
(

5
2

)
= 1, f(4) = 0.

Exercice 6

1. x2 − 3x = x(x − 3) s’annule en 0 et 3 : Df = R \ {0; 3}.

2. En ±∞ : f(x) = x2(1 + 3/x2)
x2(1 − 3/x) → 1. Le numérateur tend vers 3 en 0 et vers 12 en 3 ; signe de x(x − 3) : positif

sur ] − ∞; 0[ et ]3; +∞[, négatif sur ]0; 3[. D’où :

lim
x→0−

f(x) = +∞, lim
x→0+

f(x) = −∞, lim
x→3−

f(x) = −∞, lim
x→3+

f(x) = +∞, lim
x→±∞

f(x) = 1.

3. a. f ′(x) = 2x(x2 − 3x) − (2x − 3)(x2 + 3)
(x2 − 3x)2 = −3x2 − 6x + 9

(x2 − 3x)2 = −3(x − 1)(x + 3)
(x2 − 3x)2 = 3(1 − x)(x + 3)

(x2 − 3x)2 .
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3. b. f ′(x) a le signe de (1 − x)(x + 3) : positif sur ] − 3; 1[, négatif sur ] − ∞; −3[ et ]1; +∞[. f(−3) = 12
18 = 2

3 et

f(1) = 4
−2 = −2.

4. f(2) = 7
−2 = −7

2 et f ′(2) = 3 × (−1) × 5
(−2)2 = −15

4 . (T ) : y = −15
4 (x − 2) − 7

2, soit (T ) : y = −15
4 x + 4.

5. a. g est continue sur I =]3; +∞[ et g′(x) < 0 : g est strictement décroissante. Elle admet une réciproque
définie sur J =

]
lim

x→+∞
g(x); lim

x→3+
g(x)

[
= ]1; +∞[.

5. b. g−1 est strictement décroissante sur J , avec lim
x→1+

g−1(x) = +∞ et lim
x→+∞

g−1(x) = 3 (symétrie des courbes
par rapport à y = x).

5. c. 1 < 3,1234 < 3,1324 et g−1 est strictement décroissante sur J : g−1(3,1234) > g−1(3,1324).

5. d. g(6) = 39
18 = 13

6 avec 6 ∈ I, donc g−1
(13

6

)
= 6. g est dérivable en 6 et g′(6) = 3 × (−5) × 9

182 = − 5
12 ̸= 0,

donc g−1 est dérivable en 13
6 et

(
g−1)′ (13

6

)
= 1

g′(6) = −12
5 .

5. e. g est dérivable sur I et, pour x > 3, 1 − x ≠ 0 et x + 3 ̸= 0, donc g′(x) ̸= 0 : g−1 est dérivable sur J = g(I).

Exercice 7

1. f(x) existe si, et seulement si, x + 1 > 0 : Df =] − 1; +∞[.

2. En −1+ : x + 2 → 1 et
√

x + 1 → 0+, donc lim
x→−1+

f(x) = +∞. En +∞ : f(x) = (x + 1) + 1√
x + 1

=
√

x + 1 +
1√

x + 1
→ +∞.

3. a. Avec f(x) =
√

x + 1 + 1√
x + 1

: f ′(x) = 1
2
√

x + 1
− 1

2(x + 1)
√

x + 1
= (x + 1) − 1

2(x + 1)
√

x + 1
= x

2
(√

x + 1
)3 .

3. b. f ′(x) a le signe de x : f est strictement décroissante sur ] − 1; 0], strictement croissante sur [0; +∞[ ;
minimum f(0) = 2.
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3. c. D’après b., pour tout x > −1 : f(x) ≥ 2 > 0. La fonction carré étant croissante sur [0; +∞[ : f(x)2 ≥ 4,

c’est-à-dire (x + 2)2

x + 1 ≥ 4.

4. f(3) = 5
2 et f ′(3) = 3

2 × 8 = 3
16. (T ) : y = 3

16(x − 3) + 5
2, soit (T ) : y = 3

16x + 31
16.

5. a. g est continue et strictement croissante sur I = [3; +∞[ : elle admet une réciproque définie sur J =
[5

2; +∞
[
.

5. b. g(8) = 10√
9

= 10
3 ; g est dérivable en 8 et g′(8) = 8

2 × 27 = 4
27 ̸= 0. Donc g−1 est dérivable en 10

3 et(
g−1)′ (10

3

)
= 27

4 .

Exercice 8

Partie 1.
1. x

√
x = x

3
2 a pour dérivée 3

2
√

x sur ]0; +∞[, donc g′(x) = 3 − 2 × 3
2
√

x = 3 (1 −
√

x).
2. g′(x) > 0 sur ]0; 1[ et g′(x) < 0 sur ]1; +∞[ ; g(0) = −1, g(1) = 3 − 2 − 1 = 0 et g(x) = x (3 − 2

√
x) − 1 −−−−→

x→+∞
−∞.

3. Le maximum de g sur [0; +∞[ est g(1) = 0 : g(x) ≤ 0 pour tout x ≥ 0.
Partie 2.

1. f(0) = 3. Pour x > 0 : f(x) − f(0)
x

= 2(x − 1)
√

x − x2

x
= 2(x − 1)√

x
− x. Quand x → 0+, 2(x − 1) → −2 et

√
x → 0+ : la limite vaut −∞. f n’est pas dérivable à droite en 0 : (Cf ) admet au point (0; 3) une demi-tangente

verticale (dirigée vers le bas).

2. Pour x > 0 : f(x) = x2
(2(x − 1)

x
√

x
− 1 + 3

x2

)
, et 2(x − 1)

x
√

x
= 2√

x
− 2

x
√

x
→ 0. Donc lim

x→+∞
f(x) = −∞.

3. a. f(x) = 2x
√

x − 2
√

x − x2 + 3, donc pour x > 0 : f ′(x) = 3
√

x − 1√
x

− 2x = 3x − 1 − 2x
√

x√
x

= g(x)√
x

.

3. b. D’après la partie 1, f ′(x) ≤ 0 sur ]0; +∞[, avec égalité seulement en x = 1 : f est strictement décroissante
sur [0; +∞[ (f(1) = 2, tangente horizontale en ce point).
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Exercice 9

1. a. f ′(x) = 1 − 4
(x − 2)2 = (x − 2)2 − 4

(x − 2)2 = x(x − 4)
(x − 2)2 .

1. b. La tangente en M
(
a; f(a)

)
est parallèle à l’axe des abscisses si, et seulement si, f ′(a) = 0, soit a = 0 ou

a = 4. Comme f(0) = 3 − 2 = 1 et f(4) = 7 + 2 = 9 : M1(0; 1) et M2(4; 9).

2. h(0) = 1. À gauche : f(x)−1 = x+2+ 4
x − 2 = (x + 2)(x − 2) + 4

x − 2 = x2

x − 2, donc h(x) − h(0)
x

= x

x − 2 −−−−→
x→0−

0 : h′
g(0) = 0. À droite : h(x) − h(0)

x
= x3 − 3x

x
= x2 − 3 −−−−→

x→0+
−3 : h′

d(0) = −3.

h′
g(0) ̸= h′

d(0) : h n’est pas dérivable en 0 ; le point (0; 1) est un point anguleux de (Ch), avec une demi-tangente
horizontale à gauche et une demi-tangente de coefficient directeur −3 à droite.
3. a. h(2) = 0 + 2 + 1 = 3 et lim

x→2−
h(x) = 8 − 6 + 1 = 3 : h est continue en 2.

À gauche : h(x) − 3
x − 2 = x3 − 3x − 2

x − 2 = (x − 2)(x + 1)2

x − 2 = (x + 1)2 −−−−→
x→2−

9 : h′
g(2) = 9 (demi-tangente de

coefficient directeur 9).

À droite : h(x) − 3
x − 2 =

√
x2 − 4
x − 2 +1 =

√
x + 2
x − 2 +1 −−−−→

x→2+
+∞ : h n’est pas dérivable à droite en 2 ; demi-tangente

verticale à droite au point (2; 3).

3. b. Sur ]2; +∞[, x2 − 4 > 0 : x 7→
√

x2 − 4 est dérivable, donc h aussi, et h′(x) = x√
x2 − 4

+ 1.

3. c. h(2
√

2) =
√

8 − 4 + 2
√

2 + 1 = 3 + 2
√

2 et h′(2
√

2) = 2
√

2
2 + 1 = 1 +

√
2. La tangente a pour équation

y = (1 +
√

2)(x − 2
√

2) + 3 + 2
√

2, soit y = (1 +
√

2)x − 1.

Exercice 10

1. a. f est continue sur
]
−π

2 ; π
2
[

et f ′(x) = cos x > 0 : f est strictement croissante. Elle admet donc une réciproque

définie sur J =
]

lim
x→− π

2

sin x; lim
x→ π

2

sin x

[
=] − 1; 1[.

1. b. f est dérivable et f ′ ne s’annule pas sur
]
−π

2 ; π
2
[
, donc f−1 est dérivable sur ] − 1; 1[ et

(
f−1)′ (x) =

1
cos (f−1(x)) . Posons y = f−1(x) ∈

]
−π

2 ; π
2
[

: sin y = x et cos y > 0, donc cos y =
√

1 − sin2 y =
√

1 − x2. Ainsi(
f−1)′ (x) = 1√

1 − x2
.

2. a. g est continue sur ]0; π[ et g′(x) = − sin x < 0 : g est strictement décroissante ; lim
x→0

cos x = 1 et lim
x→π

cos x = −1,
donc g admet une réciproque définie sur ] − 1; 1[.

2. b. g′ ne s’annule pas sur ]0; π[ : g−1 est dérivable sur ] − 1; 1[ et
(
g−1)′ (x) = 1

− sin (g−1(x)) . Avec y = g−1(x) ∈

]0; π[ : sin y > 0 et sin y =
√

1 − cos2 y =
√

1 − x2. Donc
(
g−1)′ (x) = − 1√

1 − x2
.

3. La fonction φ = f−1 + g−1 est dérivable sur l’intervalle ] − 1; 1[ et φ′(x) = 1√
1 − x2

− 1√
1 − x2

= 0 : φ

est constante. Or f−1(0) = 0 (car sin 0 = 0) et g−1(0) = π
2 (car cos π

2 = 0), donc φ(0) = π
2 . Ainsi, pour tout
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x ∈] − 1; 1[, f−1(x) + g−1(x) = π

2 .
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