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Corrigé détaillé de la série n® 02
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20262027

Remarque — méthodes utilisées

— Dérivabilité en a : limite du taux d’accroissement W

; limite infinie = demi-tangente verticale ;
limites a droite et a gauche différentes = point anguleux.

— Réciproque : continuité + stricte monotonie sur I, J = f(I); (=)' (b) = f’( y avec b = f(a)et f'(a) #0

— Tous les calculs ont été vérifiés avec Python/sympy (build/verif_lotl.py).

Exercice 1

1. f(1)=y1—-1—-1=—1et linln f(x)=1—-1-1=—1; a droite, z — Va2 — 1 — 1 est continue sur [1;+oo].
e

Donc lim f(x)= lim f(z)= f(1): f est continue en 1.
x—1— z—1+t

\ —f1) 2-z—a% —(z—1)(a? 2
2. A gauche (x < 1) : /(@) {( ) = a 1$ = (= D= 1—i—x+ ) :—(x2+x+2)%—4. Donc f est
x— T — xr —
dérivable & gauche en 1 et fy(1) = —4 : (Cy) admet au point A(1;—1) une demi- tangente a gauche d’équation
y=—4r—-1)—-1=—-42+3 (< 1)
f(z) — (1) 22 —1 (x—=1)(z+1) z+1
1 1 = wz m_lm—i-oo f n’est pas dérivable a
droite en 1 : (Cy) admet en A une demi-tangente verticale dirigée vers le haut.

3. Pour z < 1: f'(x) = -1 — 322

A droite (z > 1) :

2z T
. / _ 2 / .o e . . o
4. Sur]—goo,l[,f(:v)-—l—i%x < 0. Sur |1; +o0], f(x) = Wi \/372—1 > 0. leltes.zgr_noof(x)_
xEIPoo(_m ) = 400 et xll}rfoof(x) = +o00.
x —00 1 +0o0

e - +

+o0 “+00

f(x) \ /

-1

5. f est continue et strictement décroissante sur | — oo; 1], donc sur [0;1], avec f(0) =1>0et f(1)=-1<0:
I'équation f(x) =0 a une unique solution « dans ]0; 1[. Sur | — 00;0], f(z) > f(0) =1 > 0 : pas d’autre solution.
Donc ’équation admet une unique solution o dans | —oo; 1], et 0 < a < 1.

6. g est continue et strictement décroissante sur | — co;1[ : elle admet une fonction réciproque définie sur
J=g(]—oc;1f) = | lim g(x); lim g(z)| =]— 1400
z—1 T——00

Exercice 2

1. Pour x > 0 : f(z) = /x (/T —6) +5, et \/T — +00, \/T —6 — +oco : lim f(z)= 4o0.

T—+400

2. On consideére la fonction ¢ définie sur [0;1] par ¢(z) = 22 — f(x) = 22 — 2 + 6,/ — 5. Elle est continue,
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©(0) = =5 < 0et p(1) =1 > 0. Pour z €]0;1] : ¢'(z) —23:—1—1—\35;01“ \35

¢'(x) > 2> 0: p est strictement croissante sur [0; 1]. L’équation ¢(z) = 0, équivalente & f(r) = 22, admet une

>3et 2r —1 > —1, donc

unique solution « dans ]0; 1].

— 1_i — vz =3
Vil E

sur I, donc admet une réciproque définie sur J = g(I) = zligﬁ g(x); mgrfoog(x) . Comme f(9) =9—-18+5=—4:

J =] —4; +o0].

3. b. On remarque que f(y) = (\/§—3)2—4. PourzeJetyel:gly) =z < (\/§—3)2 =x+4 <=

VI—3=+Vz+4 (car \/y—3>0et z+4>0). Donc g~ !(z) = (3—1—\/374—4)2.

3.a.Pourz >0: f'(x)

, strictement positif pour x > 9. g est continue et strictement croissante

Exercice 3

1. f(z) existe si, et seulement si, x —1 >0 : Dy = [1;+o00].

AWo—1 1)

-1 -1
et Ve = \/x — 0, donc lim f(x)= —o0c.

x 22 =400

2.Pourw>1:f(ac)::c<

3. z — /o — 1 est continue sur [1;+oo[ et  — z sur R : f est continue sur Dy.

f@) -~ Q) e TI-(@-1) 4

z—1 z—1 = o1 Lo Too f west pas dérivable a
droite en 1 : (C f) admet au point A(1; —1) une demi-tangente verticale dirigée vers le haut.
4 172—m7(2_m)(2+m)7 5_

Le dénominateur est strictement positif : f’(z) a le signe de 5 — z. Donc f est strictement croissante sur [1;5] et

4. f(1) = —1. Pour x > 1:

5. Pour z > 1: f/(x)

strictement décroissante sur [5;4o00[, avec f(5) =8 —5 = 3.

Z 1 5 +oo
@) -
—1 —00
6. a. g est continue et strictement décroissante sur I = [5;4o00] : elle admet une réciproque définie sur

J=| Jim g(x);9(5)| =] —o00;3].

1 est strictement décroissante sur J.

6. b. ¢! a le méme sens de variation que ¢ : g~
6.c.Pourz€J:g (z)=10 <= 2 =g(10) (car 10 € I). Or g(10) =4 x 3 —-10=2¢€ J. S = {2}.
6.d.Soit v € Jetycl;onposet=+/y—1,donct>2ety=1t>+1. Alors g(y) =0 <= 4t —t> 1=
T = (t-22=3-1 t—2:\/3—a:(Cart—QZOet?)—xZO).Ainsig_l(x):1+(2+\/3—a:)2
(controle : g~1(3) = 5).

Exercice 4

2—-0
1. Lecture : f(—2) = 2. La tangente en (—2;2) passe par (—3;0) : f'(—-2) = o) = 2. La tangente au
point d’abscisse —1 est horizontale : f/(—1) =0
0— (-1
2. La demi-tangente & droite au point (1; —1) passe par (2;0) : fi(1) = 2(1) = 1. La demi-tangente & gauche
3—(=1)
:3): f1(1) = = —4.
passe par (0;3) : fy(1) 01
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3. f3(1) =1+ fy(1) = —4 : f n’est pas dérivable en 1 (le point (1; —1) est un point anguleux).
4. On lit f(—3) = —1, f(—1) =3, f(1) = —1 et 'on donne f(3) = 5.

5. f'(z) > 01a ou f est strictement croissante, f'(z) < 0 1a ou elle est strictement décroissante, f'(—1) =0 et
f/(1) n’existe pas.

f(x) + 0 - +

Exercice 5

1. La tangente au point d’abscisse g est horizontale : f’ (g) = 0.

4-0 4
2. La demi-tangente & droite en A(1;0) passe par B(4;4) : fi(1) = i—1-3

3. La demi-tangente a gauche en A est verticale : le taux d’accroissement tend vers 'infini quand  — 17, donc
f n’est pas dérivable a gauche en 1.

— (1) -
4. f(1) = 0, donc f(I)l = /(@) “1f( ) A gauche de 1, la courbe descend vers A avec une demi-tangente
T — T —
o @)
verticale : f(z) >0et x—1<0, donc lim = —00
rz—1" T —
5. Lecture : f est strictement décroissante sur | — oo; 1] (avec Em f(xz) = +00), strictement croissante sur
T —0o0

(
[1; %] et strictement décroissante sur {%;4} ; f() =0, f (%) =1, f(4) =0.

4

bl

x —0o0 1

+

f=) m\o/l\o

Exercice 6

1. 22 =3z = z(xr — 3) sannule en O et 3 : Dy = R\ {0;3}.
2?(1+3/2?)

x2(1 —3/x)
sur | — 00; 0[ et ]3; +00[, négatif sur ]0; 3[. D’ou :

2. En +o00: f(x) = — 1. Le numérateur tend vers 3 en 0 et vers 12 en 3; signe de x(z — 3) : positif

lim f(z) =+o0, lim f(z)=—o00, lim f(z)=—o00, lim f(z)=+4o00, lim f(z)=1.

z—0~ z—0* T—3~ z—3+ T—rFo00
, 2x(z? — 3x) — (22 — 3) (22 + 3 322 —6x+9 —-3x-1(x+3 31—z)(x+3
3.0 1) = 2 ()952 —( 37)?2 e td) (@2 —32)2 ((a;? —)3(3:)2 - ((:c2 —)(3:,;)2 !
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12 2
3. b. f/(x) a le signe de (1 — z)(xz 4 3) : positif sur | — 3; 1], négatif sur | — co; =3[ et |1; +o00[. f(—3) = 5=3 et
4
)= — =2
x —00 -3 0 1 3 +00
(x) -0 o+ |+ 0 - | -
1 +00C —2 +oc
3 —00 —00 1
7 7 3x(=1)x5 15 15 7 15
4. fQ) = =—Set f(2) =" 0 22 (D) iy =——(z—2) — =, soit (T) 1y = ——a +4.
@)= 5 =g re="5 D @)y =D 2) - st (1) iy =Dt
5. a. g est continue sur I =|3;+o0[ et ¢'(z) < 0 : g est strictement décroissante. Elle admet une réciproque
définie sur J = Igrjﬁloog(x);gcligl+ g(z)| = ]1; 4o0l.
5. b. g7! est strictement décroissante sur J, avec lim g7!(z) = +oc et lim g~ !(x) = 3 (symétrie des courbes
z—1t T—+00
par rapport a y = x).
x 1 +00
+00

gil(:ﬁ) \

5.c.1<3,1234 < 3,1324 et g~ ! est strictement décroissante sur J : g~1(3,1234) > ¢g=1(3,1324).

39 13 13 3x(=5)x9 9
. d. = —=— I 1= =6. érivabl "6) = ———F— = ——
5 g(6) 5= g avec 6 €1, doncg ( G ) 6. g est dérivable en 6 et ¢'(6) 12 D
13> 12
6/) g6) 5
5. e. g est dérivable sur I et, pour 2 >3, 1 —2 # 0 et z +3 # 0, donc ¢/(x) # 0 : g~ ! est dérivable sur J = g(I).

40,

-1 ;. 13 _1\/
donc g~ est dérivable en ¥ et (g7') (

Exercice 7

1. f(x) existe si, et seulement si, z +1>0: Dy =] — 1; 400].
2.En —-1T":24+2—>1let vVz+1— 0", donc lim f(x)=+occ. En +o0: f(z) = z+D+1 =+Vr+1+
z——1t vr+1
1
S too.
vo+1
1 1 1 (z+1)—1 o
3. a. Avec f(z) =vVax+1+ s f(x) = - = = .
/(@) Vo +1 /@) 2Vz+1 2@+1D)vz+1 2@+1)vVz+1 2(1r+1)3
3. b. f/(z) a le signe de z : f est strictement décroissante sur | — 1;0], strictement croissante sur [0; 400/ ;

minimum f(0) = 2.
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x -1 0 +00

/@) - 0

+

00 +o0o

3. c. D’aprés b., pour tout x > —1: f(z) > 2 > 0. La fonction carré étant croissante sur [0; +oo[ : f(z)? > 4,

2
c’est-a-dire M > 4.
r+1
5 3 3 3 5 3 31
4. f(3) == et f'(3) = =—. (T):y= —(x—3)+ =, soit (T) : y = —.
fB)=5et fB) =555 =15 1) y=1(@ =3+, s0it (T):y = ez + =

5. a. g est continue et strictement croissante sur I = [3; 4+00] : elle admet une réciproque définie sur J = {2; ~+00 [

10 10 8 4
5. b. g(8) = % =339 est dérivable en 8 et ¢'(8) = 5o — 77 # 0. Donc g~! est dérivable en % et
27

e (F) =3

Exercice 8

Partie 1.

1. z/x = 22 a pour dérivée 3@ sur |0; 4o0f, donc ¢'(z) =3 -2 x 3z =3 (1 — /x).

2. ¢'(z) > 0 sur J0;1[ et ¢'(x) < O sur |1;400[; g(0) =—-1,g(1) =3—-2—-1=0et g(x) =23 —2y/x)—1 ——

T—+00
—00.
@ 0 1 +0o0
g'(z) + 0 -
0
g(z) / \
- —o0
3. Le maximum de g sur [0;+o00[ est g(1) =0 : g(x) < 0 pour tout = > 0.
Partie 2.
— 2(x — 1 22 2@ -1
1. f(0) =3. Pour z >0 : f(@) = F(0) = (z-lye—e = (z-1) _ z. Quand z — 07, 2(x — 1) = —2 et

x x NI

vz — 07 : la limite vaut —oo. f n’est pas dérivable a droite en 0 : (C'y) admet au point (0; 3) une demi-tangente
verticale (dirigée vers le bas).

2r — 1 2r—1) 2 2
2. Pourx>0:f(m):x2((:1:)—14—;2),63‘5 (z—1) —— — 0. Donc lim f(z) = —c0.

1;\/5 517\/5 :ﬁ_"]}\/& T——+00
3. a. f(ﬂ:)szf—Q\/E—x2+3,doncpour:n>0:f’(m):?)\f—\/15—2x:Sx_lx/%2$\/§:g\(/?.

3. b. D’apres la partie 1, f/(z) < 0 sur ]0; +oo], avec égalité seulement en x = 1 : f est strictement décroissante

sur [0; 400 (f(1) = 2, tangente horizontale en ce point).
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Exercice 9

4 (r—2)2—4 a(x—4)
1. . ! — 1 - = = .
DA P R T T B PR T
1. b. La tangente en M (a; f(a)) est parallele a axe des abscisses si, et seulement si, f/'(a) = 0, soit a = 0 ou

a=4. Comme f(0)=3—-2=1et f(4)=7+2=9: M(0;1) et M(4;9).

. 4 2)(x —2)+4 2 h(z) — k(0
2. h(0) = 1. A gauche : f(x)—1=x+2+ :<$+ Jz—2)+ S , donc (z) (): ’
3x—2 r—2 x—2 T T —2 z—0—
N h(z) —h —
0:h.(0)=0. A droite : @) —hO0) @ =3% 0 5, 3.p0)= -3
x x x—07F

hy,(0) # hy(0) : h n’est pas dérivable en 0; le point (0; 1) est un point anguleux de (C},), avec une demi-tangente
horizontale a gauche et une demi-tangente de coefficient directeur —3 a droite.

3.a.h(2)=0+2+1=3et lim h(x) =8—6+1=3: h est continue en 2.

r—2~

h(z)—3  2°—3z—2 (x —2)(x +1)?

A gauche : Ty T a3 = p— = (v +1)? — 9 : hy(2) = 9 (demi-tangente de
coefficient directeur 9).
R h(z) —3 24 2
A droite : (z) = Ve +1= v +1 +00 : h n’est pas dérivable a droite en 2 ; demi-tangente
T —2 T —2 T —2 z—2+
verticale a droite au point (2;3).
3. b. Sur |2;+oo, 22 —4 > 0 : x — V22 — 4 est dérivable, donc h aussi, et h/(x) = %4 + 1.
22—

22
3.c. h(2v2) =8 —4+2V2+1=3+2V2et M (2V2) = \Qf +1 =14 /2. La tangente a pour équation

y=(1+v2)(z—2v2)+3+2v2, s0it y = (1 +v2)z — 1.

Exercice 10

1. a. f est continue sur | -5 g[ et f'(z) = cosz > 0: f est strictement croissante. Elle admet donc une réciproque

définie sur J = | lim_sinz; lim sinz| =] — 1;1].
T——7 =3
1. b. f est dérivable et f' ne s’annule pas sur |—2; [, donc f~! est dérivable sur | — 1;1[ et (f~1) (z) =
1

. Posons y = f}(z) € |-3;5[ : siny = x et cosy > 0, donc cosy = V1 —sin?y = /1 — 22. Ainsi

cos (f ()

’ 1
(f) ()= N

2. a. g est continue sur |0; 7| et ¢’'(x) = —sinz < 0: g est strictement décroissante ; lir% cosz =1let 1i£n cosz = —1,
r— T—T
donc g admet une réciproque définie sur | — 1; 1].
1
2. b. ¢’ ne s’annule pas sur |0; 7| : g~! est dérivable sur | —1;1[ et (¢7!)' (2) = —————. Avecy = g~ 1(z) €

—sin (g~ (z))

3. La fonction ¢ = f~! 4+ ¢g~! est dérivable sur 'intervalle | — 1;1[ et ¢/(z) = — =0:
p=f"+g ] Let $(0) = =~ = i

est constante. Or f~1(0) = 0 (car sin0 = 0) et g~'(0) = 5 (car cos 5 = 0), donc ¢(0) = 5. Ainsi, pour tout

J0;7[ : siny > 0 et siny = /T — cos?y = v/1 — 22. Donc (g7!) () = —
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el = L1 £ @) + 97 (@) = 5
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