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Remarque — méthodes utilisées

— Forme indéterminée « % » : factoriser par (r — xg), ou multiplier par la quantité conjuguée (y/a — Vb,
— Fonction par morceaux : comparer f(zg), lim f(x)et lim f(x).
ToTy m%xa'
— TVI : continuité sur un segment + changement de signe; 'unicité vient de la stricte monotonie.
— Réciproque : continuité + stricte monotonie, puis résolution de f(y) = x avec la condition y € I.

— Tous les résultats numériques ont été controlés avec Python/sympy (build/verif_lotl.py).

Exercice 1

Pour tout z # 3 : 3 — 322 + 22 — 6 = 2%(x — 3) + 2(x — 3) = (z — 3)(2* + 2), donc f(z) = 22 + 2.

. . . _ . 2 _ _ . .
Ainsi :II:ILI:IS f(z) = 31613%))(37 +2)=11= f(3) : f est continue en 3.

Exercice 2

Pour = € [—4; +00[,  # 0, on multiplie par la quantité conjuguée :

f($)_(\/x+4—2)(\/x+4+2)_ x B 1
B ar(vz +4+2) Car(Vr+4+2) a(Vr+4+2)

1 1 1
Donc lim f(x) = —. La fonction f est continue en 0 si, et seulement si, — = 2, c’est-a-dire a = .
z—0 4a 4da 8

Exercice 3

(x+7)—9 x—2
Pourz > —7,2#2: VT +7—3= - .
owrrz Sl AV VoTT+3 Vari+3

N 1 1
— A droite (z > 2, [z —2|=2-2): f(z) = ,donc lim f(x)= 6= f(2) : f est continue a droite

vVe+T74+3 T2+

e Qo Jig ) = = 0 f et

en 2.
— A gauche (—-7<z <2, |z —-2/=—(z—-2)): f(z) = —

pas continue a gauche en 2.

Par conséquent, f n’est pas continue en 2.

Exercice 4

— f(2)=4—-6=-2e¢t lim f(z)= lim ($2_3$):_2‘
T—27 T2~

4-6

=2 =_2
4-3

— Pour z >2,2x —3>0et lim+f(a:)

r—2

Les limites a gauche et a droite sont égales a f(2) : f est continue en 2.

Exercice 5

-1
f(l)=—-1+3=2et lim f(x)=2: f est continue a gauche en 1. Pour z > 1, x +1# 0 et lim f(a:):a .

rz—1— z—1t 2
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a—1
f est continue en 1 si, et seulement si, —5 = 2, c’est-a-dire a = 5.

Exercice 6

1. 222 —z — 15 s’annule en 3 : 222 —z — 15 = (v — 3)(2z + 5). Pour z # 3, f(x) = 2z +5 — 11. Donc a = 11.
T—r

(r+3)—4 1 1 1
2. Pourz> -3, z#1: f(x) = = —. Donc a = —.
e #1:f(@) (x—1)Vzr+3+2) Vr+3+2 =1 4 4
t i t i
8.Pourz e |- 5[,z #0: f(z) = ML 3T o tim 2T of lim L — 1, donc lim f(z) =1+3 =4.
X z—=0 X z—=0 X z—0
Donc a = 4.
X3-1 T

4. Pourz > —l,avec X = /v +1: X3 —1=zet X — 1 (X24+ X +1>1>0).

Pour x # 0 :

:X2+X+1:X2+X+1

@) = sin(2x) (X2+X+1) _ 9 Sin2(2:5) 5 (3 ($+1)2+\3/m+1)_

x x

in(2
Comme lim sin(2z) _ 1et lin%(\g’/(ach 1?2+ +1+ 1) =3: lin%f(m) = 6. Donc a = 6.
xT—r

z—0 T T—

Exercice 7

2 — b

— f(1) = % =2—a+b, et lim+ f(x) =2—a+b (f est continue & droite en 1 : quotient de fonctions
z—1

continues, x # 0).

— lim f(x)=14a—-1=a.

rz—1~

f est continue en 1 si, et seulement si, a = 2 — a + b, c’est-a-dire b = 2a — 2.

Exercice 8

1. x > 322 — x (polynome) et cos sont continues sur R : f est continue sur R (somme).
2. x— % est continue sur |0; +oo| et |/~ est continue sur [0; +oo : f est continue sur ]0; +o0].
Le discriminant de 22 —x + 1 est 1 —4 = —3 < 0 : ce trinéme ne s’annule pas sur R. La fonction rationnelle f

o

est définie, donc continue, sur R.

x + 22 et sin sont continues sur R, donc sur [~m; 7] : f est continue sur I (produit).

f est un produit de deux polynémes : continue sur R.

Le trinome 22 + 2z + 3 = (z + 1)? + 2 est continu et strictement positif sur R : f est continue sur R.
x> 4 — 22 est continue sur [—2;2] et positive sur cet intervalle (22 < 4) : f est continue sur [—2;2].

x + 22 — 3z + 1 est continue sur R et sin est continue sur R : f est continue sur R (composée).

x +— +/x + 1 est continue sur [—1;4o00[ et cos est continue sur R : f est continue sur [—1;+oo] (composée).

© XN e o

Exercice 9

1. Sur | — o0; 1, f(z) = Va2 + 3 est continue (22 + 3 > 0); sur |1; +oo, f(z) = % est continue (y/z >0). En 1 :
f(1) =v4=2; hnil flx) =2; li]nilJr f(z) =2 =2. Donc f est continue en 1 et f est continue sur R.
T—1" T—

2. Sur ]2; +oo|, f(z) =z — v/x — 2 est continue; sur | — 00;2[, 5 — 2z >3 >0 et f(z) = s> est continue. En 2 :
f(2) =2, lim+ f(z) =2, mais lim f(z) = 2 # 2. Donc f n’est pas continue sur R : elle est continue sur
T—2 T2~

] — 00; 2 et sur [2; +o00[, discontinue en 2.

Exercice 10

(@—3)—(x+2) -5
@-37  (x-3p

1. f est continue sur [—1;2] (x — 3 # 0) et f'(z) = < 0 : f est strictement

décroissante. Donc f(I) = [f(2); f(—1)]

I

|
&

|
>~ =
-
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2. f est affine, continue et strictement croissante : f(I) = | f(1); liril f(z)| = [1; 400l
T—>+00

-2
5 < 0: f est strictement décroissante. Avec f(0) = —2

(@-1)

3. Sur | —o00;0], z—1 < 0, f est continue et f'(x) =
et tim_f(z) =0+ () = [~2:0]

4. f n’est pas monotone sur [—2; 1] : elle est strictement décroissante sur [—2;0] et strictement croissante sur
0511, £(=2;0]) = [0;4] et £([0:1]) = [0; 1], done £(T) = [0;4].

5. IIE?_ f(xz) =2= f(1): f est continue sur | —1; 2[. Sur | —1;1[, f est strictement croissante et f(]—1;1[) =]0;2[;
sur [1;2[, f est strictement décroissante et f([1;2[) =]1;2]. Donc f(I) =]0;2[U]1;2] =]0;2].

Exercice 11

Dans les trois cas, f est continue sur 'intervalle fermé considéré (polynéme, ou somme de fonctions continues).

1. f(1)=—1<0et f(2)=842—-3=7>0:dapres le TVI, 'équation f(z) =0 admet au moins une solution
dans [1;2].

2. f est continue sur [—1;0], f(-1) =—-14+3—-1=1>0et f(0) = —1 < 0 : il existe au moins une solution
dans | — 1;0[.

3. f(0O)=1>0et f(r)=0—7m+1=1—7m <0 : il existe au moins une solution dans |0; 7[C I.

Exercice 12

Méthode : f continue et strictement monotone sur [a;b] et f(a)f(b) <O.

1. f'(z) =322 +4>0; f(0) = —2 et f(1) = 3 : unique solution dans ]0; 1[.

2. f est continue sur [0; %] et f'(z) = 1+ (1+tan?z) = 2+tan?z > 0. f(0) =—-2<Oet f(3) =2+V3-2>0
(car Z > 1et /3 > 1) : unique solution dans |0; Z|.

3. fl(x) =52 +322+2>0; f(-1)=-1—-1-2+3=—1et f(0) =3 : unique solution dans | — 1;0].

4. f est continue sur [1; %], fl(x)=322+3>0, f(1)=—1et f (%) = % + % —5= %3 > 0 : unique solution

dans }1; %[

Exercice 13

1. f est dérivable sur R et f'(x) = 322 +2 > 0 : f est strictement croissante sur R. De plus Em flx) =
x —0o0

lim 23

T——00 = ooet xgr—s{loof(‘r) = +oo

@ +

f (=) _—

— 0o

+o0

2. f est continue et strictement croissante sur [—2;2], avec f(—2) = -8 —-4+2=-10<0et f(2) =84+4+2=
14 > 0 : '"équation f(z) = 0 admet une unique solution « dans [—2;2].

3. Etape 1 : milieu 0, f(0) =2 > 0 et f(=2) < 0:a €] —2;0[. Etape 2 : milieu —1, f(=1) = —1-24+2=-1<0:
a €] — 1;0[. Encadrement d’amplitude 1 : —1 < o < 0.

Exercice 14
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1. f'(x) = 622 — 62 = 6x(x — 1) : f est strictement croissante sur | — oo; 0], strictement décroissante sur [0;1] et

strictement croissante sur [1; 400, avec f(0) = —2 et f(1) = —3.
T —00 0 1 +00
f(r) + 0 - 0 +
-2 +00
—00 -3

— Sur | — 005 1], le maximum de f est f(0) = —2 < 0 : ’équation f(x) = 0 n’a pas de solution dans cet intervalle.
— Sur [1; 400, f est continue et strictement croissante, f(1) = -3 < 0 et liI_P f(z) = 400 : "équation a une

T—r+00

unique solution a dans |1; +oo[. Comme f(2) =16—-12—-2=2>0,ona l < a < 2.

Conclusion : ’équation f(z) = 0 admet une unique solution o dans R, et 1 < av < 2.

2. f(1,5) =6,75—-6,75 -2 = -2 < 0 : a €]1,5;2[. f(1,75) = 10,71875 — 9,1875 — 2 = —0,46875 < 0 : a €]1,75; 2.
Donc 1,75 < a < 2.

3. Sur [1;2], f est strictement croissante et f(a) =0 : pour x € [1;2], f(z) >0 < f(z) > f(a) <= z > a.
Donc S = [«; 2].

Exercice 15

1. On considére la fonction g définie sur R par g(z) = 23 —422+2 : elle est continue, g(0) =2 > 0 et g(1) = -1 < 0,
donc I’équation g(x) = 0 admet au moins une solution a €]0; 1[. De plus ¢'(z) = (3xz — 8) < 0 sur |0;1] : g est
strictement décroissante sur [0; 1] et cette solution est unique dans ]0; 1[. Comme ¢(0,5) = 0,125—142 = 1,125 > 0
et g(1)<0:050<a<1.

3z

Va? +1
> 0 car 6 > 2v/5 <= 36 > 20. D’apreés le TVI, I’équation h(z) = 0,

2. On considere la fonction h définie sur R par h(z) = — 2; elle est continue sur [0;2] (z% +1 > 0).

h(0)=—2<Oeth(2):j5_2:6—\/25\/5

équivalente a I’équation proposée, admet au moins une solution dans [0;2].

Exercice 16

1. f'(x) =322 +2 > 0 : f est strictement croissante sur R; lim f(r) = —coet lim f(x) = +o0.
r——00 T—+00
2. f est continue et strictement croissante sur R et f(R) =] — 0o; +00][ contient 0 : I'"équation f(x) = 0 admet

une unique solution o dans R.

3. f(1) = —2 < 0et f(2) =7 >0, donc 1 < a < 2. Dichotomie : f(1,5) = 3,375+ 3 — 5 = 1,375 > 0 donne
1<a<15; f(1,25) =1,953125+ 2,5 — 5 = —0,546875 < 0 donne 1,25 < a < 1,5.

4. Comme f est strictement croissante et f(a) =0: f(z) <O0siz < aet f(x) >0siz > a.

€T —0o0 o 400
fz) - 0 4+
Exercice 17
2 — 2z —1
1. f est continue sur I (x +3 #0) et f/(x) = (z +(£;)+ ?E);; ) = @ _:3)2 > 0 : f est strictement croissante

sur I, donc admet une réciproque sur J = f(I). lim f(x)=2et,quand z - —-37,20 -1 — —Tetx+3 -0,
r—r—00
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donc lim f(z)= +o0:J =]2;+00].

T——3"
3r +1
PourzeJetyel: flyy =0 < 2y—1=z(y+3) <= y2—2)=3r+1 < y= 5 (x #2). On
—z
7 3 1
vérifie que y € [ : y+3 = —— < 0. Donc f~!(x) = Tt .
2—zx 2—zx
2. f(z) = (x — 3)% — 4; f est continue et f'(x) = 2(x —3) > 0 sur |3;5] : strictement croissante sur [3;5].
J=[f3); f(5)] =[-4;0]. Pourz € J,y € [3;5]: fly) =2 <= (y—3)?=2+4 < y—3 =2 +4 (car
y—3>0). fl(z)=3+Vz +4.
3. f'(x) = —=6(x +1) < 0 sur | — 1;400[ : f est continue et strictement décroissante sur I. f(—1) = 2 et
2 — 2 —
lim f(z)=—-0c0:J=]—00;2. PourzeJ,y>—-1:f(y) =0 < (y—l—l)zzix = y+1= =y
z—+o0 3 3
57—
R Y

4. f est continue sur I, somme de deux fonctions strictement croissantes : elle est strictement croissante. f(1) =1
et lim f(x) = 4oo:J = [1;+0c0[. Soit x € Jety € I;on poset =y —1 >0, desorte que y = >+ 1 :

T—>400
-1+ 4z -3
fly) =2 <= t>+t+1—2x =0. Le discriminant vaut 4z — 3 > 0; la seule racine positive est ¢ = %
dor —2 —2/4x — 3 20 +1— 4z —3
(I'autre est négative). Alors y = 1 +t2 =1+ i 1 i , dou fi(x) = v 5 i (controle :

FH =1).

4(z? +4) — 8z?  4(4 —2?
5. f est continue sur [—2;2] et f'(z) = (x(;; +)4)2 - (:1(32 +Z)2)
strictement croissante sur I. J = [f(=2); f(2)] = [-1;1]. Soit z € Jet y € I : f(y) =2 <= zy* — 4y + 42 = 0.

est strictement positive sur | — 2;2[ : f est

— Siz=0:y=0.
— Si z # 0 : le discriminant réduit vaut 4 — 422 > 0 les racines ont pour produit 4, donc une seule est dans

C2-2/1-22 2

—2;2] : = on a multiplié par la quantité conjuguée).
[2:2] 1y . i pli¢ par la q juguée)
Les deux cas se regroupent : f~1(x) = 2 pour tout z € [—1;1].

1++v1—2a?

6. f est continue et strictement croissante sur I (racine cubique d’une fonction affine croissante). f(—2) = —1 et
lim f(z)=+4c0:J=[-1;4+c[.PourxecJ,ycl: fly) =2 <= y+2=a0+1 = y+2=(x+1)>

T—r+00

(car z +1>0). fl(z)=(x+1)>—2.
2z(2% — 1) — 22(2? + 2) —6z

7. f est continue sur [0;1] et f'(z) = @I =12 = @1 < 0 sur J0;1[ : f est strictement
décroissante. f(0) = —2 et hr{l flx)=—-00 (22 +2—3,22 -1 —=07):J=]—00;-2]. Pourx € J, y € [0;1] :
rz— 17
2
fy)=2z <= Y +2=a2(®—-1) <= y* = L—i_l ; ce quotient est positif (numérateur < 0, dénominateur < 0)

_ T+ 2
et y>0. f 1(:1:):,/33_1.

8. f(z) = (x+1)3+1: f est continue et strictement croissante sur I. f(—1) = 1, lirf f(z) =400 : J = [1;+00].
T—>+00
Pourz € J,y>—-1:fly) =2 <= (y+1)P=2-1 <= y+1l=Yz—1(cary+1>0etx—12>0).

i )=V —1-1.

Exercice 18

oW
N

1.a=256 =252 =5;b=64=2;c= /7. Comme 7 < 64, c < b; et b<a. Doncc<b< a.

5
2. Au numérateur : 3% X 37% X (3%> 2= 3%7%+1 = 32. Au dénominateur : 3% X 3% = 3. Donc A =321 =3.

3. On écrit tous les nombres avec 'indice 12 :

V10 = V1000, V6= V1296, /500, +/30= Y900, /3= W/729.
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La fonction 1/ est strictement croissante : /500 < v/3 < v/30 < v/10 < /6.
4. On utilise a® — b3 = (a — b)(a® + ab+ b?) et a3 +b> = (a + b)(a? — ab + b?).

1 Va+2+1

: = = Vi+ V2 +1.
o 5T 51 Va+ 2+
. 1 VBL+ V36 + V16 _ 3V/3+ V36 4272
0 - A 9—4 5 '
. V3-1 (VB3-1)(V9-V3+1) 2+42V3-2v9 1+3-V0
CVB34+1 3+1 - 4 - 2 :
d. (V2-1)(V4+V2+1 =2-1=1,donc - =2 -
( ) \f+\f
Exercice 19
A% - B3 At — pt
ls:A-B=———— - A—B= :
Rappels A2+ AB + B2’ A3+ A?2B + AB? + B?
| Var2T-3 1 1
' T Y@ 20243V F2T+9 20 27
Yz —4 1 1
2. = —.
x—64 V2244w +16 2064 48
X-1 X-1 1 1
3-A X:4 ]_: = g —.
vee Vet r XT—1 X34 X2+ X+1 as0 4
x—3 r—3
4. Yr—2—-1= tvVz+1l—2=—uo-— d
! S22+ Jo—2+1 V7 Jrri+2 o
Ve—2-1 Vr+1+2 4
Ve+1-2 Ylo—-224+ Yz —2+1 «=3 3

5. Pourx>0:\3/x3+2x—3:1::x<\3/1—|—%—3>;la parenthése tend vers 1 — 3 = —2, donc la limite vaut —oo
5 3z? 3 A .
6. Avec A= a3 +322: A—z = = 5 et — =1+ 2 —1:la limite vaut 1.
A? + Az + 2 (A) L AL @ z
x X

7. lim (222 4+ 2 +5) = +oo, donc lim v222 + 2 + 5 = +oc.

T—+00 T—+00

V8x3 +a2+1 ———1 5
x—2 . 3(x—2) . 44444
9. V2 +7-3=———et 3x+2-2= , d’ott une limite égale a ———— =
V743 Bz t2)2+2V3z +2+4 s 3% 6
2
g.
3
10. Vx +3— Jr = : le dénominateur tend vers +oo, la limite vaut 0.
Ve e+ 32+ Yx(x + 3) + Va2

. r—1 r—1 .
11. \3/5— 1 = m, avec X = \4/1’4—15 : X — 2 = X3+2X2+4X+8 Le quotlent vaut
X?+2X?+4X 438 8+8+8+8 32

Vel + Yr+1 o1 3 3

2?2 —x—12 (x —4)(z + 3) 2(x — 4)

12. 2 — vV + 12 = = t vV2r+1 -3 = ———*—. L tient t

oV rtvet12 | wtvozriz oV VIri4g o donem e

(x4 3)(v2x +1+3) 7%x6 g
2z +Vr+12) 224 2x8

3
13. Pour x > 0: V8x
/JU + €T _|_ 1 _|_ L oateo
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N

2 2

3 3 . _ —
14. AvecAz\/x?’—i-iaﬁetBZ\/~’m(33>1)'A_B_A2+AB+B2 a2 +ab+b?

2
et b= ﬂ% 1. La limite vaut 3

2
1

ota= {1+1-1

Q‘w
ey
~~
P

15. Avect=2+1— +00 = t_T12. La limite vaut 0.

, car

3 ) X 12 X 1
Jt—1 Ut 1—% "t — ¢
16 Ve+1l-vVe+1 Va+1-1 Jo+1-1

) - B x

T T

Wl

; le premier quotient tend vers %, le second vers % (méme

méthode qu’en 3). La limite vaut 6

Exercice 20

1.Six+2<0,alors (z+2)2<0<8 Doncx+2>0et (r+2)3=8 < z+2=+8=2.5={0}.
2.22+3>0,donc (22 +3)4 =256 <= 22 +3=v256=4 = 22=1.5={-1;1}.

3. L’équation est définie pour x+6 > 0 et x —1 > 0, soit 2 > 1. On pose a = /x + 6 et b = /x — 1, réels positifs,
avec a® — b3 = 7. Si x est solution, alors a =b+1 et (a —b)(a® +ab+b?) =7, dotu (b+1)2+b(b+1)+b*> =7,
soit 3% 4+ 3b — 6 = 0, c’est-a-dire (b — 1)(b+2) = 0. Comme b > 0 : b = 1, donc z = 2. Réciproquement,
V8 —{1=2—-1=1:2est solution. S = {2}.

4. Domaine : > 0. On pose t = {/z > 0: 12 —5t+6 =0 <= t =2 ou t = 3 (racines positives), donc x = 8 ou
x=27.5={8;27}.

5. Domaine : x > 0. La fonction ¢ : x — x + ¢z est continue et strictement croissante sur [0;+oc[, donc
Iéquation p(z) = 10 a au plus une solution; or ¢(8) =842 =10. S = {8}.

6. Domaine : 22 — 22 > 0, soit 2 €] — 00; 0] U [2; +00[. Pour tout # du domaine, V2 —2z >0 > —1. S = @.

7. L’inéquation est définie sur R (22 + 7 > 0).

— Siz<-1:2+1<0< Va2 +7, l'inéquation n’est pas vérifiée.

— Siz > —1: les deux membres sont positifs et la fonction cube est strictement croissante sur [0; +o00[, donc
I'inéquation équivaut a (z+1)3 > 22 +7, soit 2° + 222 4+32—-6 > 0. Or 23 +222 + 32— 6 = (v — 1) (22 + 32 +6)
et 22 + 3z + 6 > 0 (discriminant —15). Donc I'inéquation équivaut & z > 1.

S =]1; +o0.

8. Domaine : £ > —6. Si —6 <z <0 : vx+6 > 0 > z, 'inéquation n’est pas vérifiée. Si x > 0 : les deux
membres sont positifs, donc vz +6 <z <= r+6<2? <= (v —3)(z+2) >0 <= x >3 (car z +2 > 0).
S = [3; +o0].
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