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Corrigé du devoir maison n° 3

Fonctions logarithmes — Nombres complexes
2¢me Bac Sciences Expérimentales (PC — SVT) - Lycée Qualifiant Ibn Hazm - Prof. El Koudri Hamza
20262027
‘ Remarque — vérification ’

‘ Tous les résultats ont été controlés avec Python/sympy (build/verif_dm3.py). ’

Exercice 1

f(@)==z+ 3 —In(z) + i(Inz)? Dy =]0;+ool.

1. [1 pt] Posons X =Inz : quand z — 07, X — —co et %XQ—X:X(%X—l)—>+oo;commex+%%%,

on obtient lim+ f(x) = +o0. La droite d’équation = 0 (axe des ordonnées) est asymptote verticale a (Cy).
z—0

2. [1 pt] (% Inx — 1) Inx = %(ln 7)? — Inx, d’ott égalité. Quand z — +o0o : Inz — +oo et %lnx —1 = 4o0,
donc le produit tend vers +oo ; ainsi ll)l}_l f(z) = +o0.
x oo

Inz)? (2Int)?
3. a. [0,5pt]Pourx>0,posons:v:tZavect:\/f>0;:13—>+oo<:>t—>+oo.Alors(nx) :( nt) =

2
Int\2 ! !
4<t> —4x02=0.

f(z) 1 Inzx

3.b.[1 pt]—:1—|—————|—1-M—>1etf(a?)—:n:l—ln:n—|—l(lnx)2:l+(llnx—l)lnx—>—|—oo
T x 2 r 2 oz 2 2 20 \2 '

Donc (Cf) admet une branche parabolique de direction la droite (A) : y = = au voisinage de +o0.

4. 1pt]Sio<z<l:z—1<0etlnz<0,donc (x—1)+nz<0.Siz>1:2—1>0etlnz >0, donc
(x —1)+1Inz > 0 (avec égalité seulement en x = 1).
1 z—-1+Inz

1 1
5. a. [1 pt] f est dérivable sur |0;+oo[ et f/(z) =1— = + g % 2lnz x — =
T x T

5. b. [0,75 pt] Comme z > 0, f'(x) a le signe de (x — 1) + Inx (question 4) : f/(z) < 0 sur |0; 1], f'(1) =0,
F(x) > 0 sur J1;+o0f f(1)=1+3-0+0=3.

7 0 1 +00
f'(z) | -1 0]+
f@) |l +o0 [N\ | 3| /] 400

f est strictement décroissante sur ]0; 1] et strictement croissante sur [1; +oo[; minimum 2 atteint en 1.

5. c. [0,75 pt] f est continue et strictement croissante sur I = [1;¢e], donc f(I) = [f(1); f(e)]. f(e) = e+2—1+1 =
e. Ainsi f(I) = [%;e} C[l;e] =1.

1 Inzx 1 L m—lnx_l—i—l—lna;

6. a. [0,75 pt] f'(z) =1——+ ==, donc ["(x) = — + & .

2—Inx
22 '

2

T x x
6. b. [0,75 pt] 22 >0;2—Inz >0 <= z < e’ Donc f” s’annule en e? en changeant de signe ((Cf) convexe

sur ]0; 2], concave sur [e;+00[). f(e?) =e?+ 3 —2+ 1 x4 = €%+ }. Point d’inflexion : J (62; e? + %)
7.a.[0,5 pt] $(Inz — 1) = (Inz)? —Inz + % = f(2) — =.
7.b. (0,5 pt] f(z) =7 = (Inx—-1)?=0 < lhor=1 < r=c. 5 = {e}.

7. c. [0,5 pt] f(z) —x > 0 pour tout z > 0 : (Cy) est au-dessus de (A) sur |0;4o00[, et elles se coupent
uniquement au point E(e;e) (ou, de plus, f'(e) =1 : (A) y est tangente & (Cy)).

8. [1 pt] Eléments utiles : asymptote = 0, minimum (1; %), point F(e;e) de contact avec (A), inflexion
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J(e?;e? + 1) ~ (7,39;7,89), branche parabolique de direction (A).

12 +

9. a. [0,75 pt] Initialisation : ug = 1 € [1;€]. Hérédité : si 1 < u, < e, alors u,, € I donc up4+1 = f(uy,) € f(I) C I
(question 5.¢), soit 1 < up41 < e. Conclusion : pour tout n € N, 1 < u,, <e.

9. b. [0,5 pt] uni1 — up = f(up) — up = 5 (Inw, — 1)2 > 0 (question 7.a) : (uy) est croissante.

9. c. [0,75 pt] (uy,) est croissante et majorée par e, donc convergente ; soit £ sa limite. Comme 1 < wu, <e, £ € I.

f est continue sur I et f(I) C I, donc ¢ vérifie f(¢) = ¢; d’aprés 7.b, £ = e. Ainsi lim u, = e.

n—-+o0o

Exercice 2

2—2
2

1. [1 pt] A = (=2)? —4 x 2 = —4 = (2i)? < 0. Deux solutions complexes conjuguées : z; = =1—iet
zo=7zZ1=1+1i. S ={1—-141+i}.
2.a.[0,5 pt] [a] =12+ (-1)2=V2et a =2 (72 - zﬁ) donc a = /2 (cos (—%) + isin (—%)).

2
2. b. [1,25pt]bz(2+\/§+i)(1+i)—2+\/§_1+Z(2+\[+1> 4 +\f)+l(3+f) LOr3++3=

1—i(1+q) 2
b
V3(1++/3), douf (l—i-\f)( —i—z\gg):(l—i-\/g)(cosg—i-ising).
Comme 143 > 0: |2 = 1+ V3, arg? = I [27]. Donc [b] = \a!’%‘ = V2(1 ++3) = V2 + 6 et
argbzarga—i—arg%z—%—i—%:%[27r]:
prg 2 _— —_
(\f—l—\fﬁ) (COS 12+zs1n 12)

2. c. [0,75 pt] Par la formule de Moivre : b® = (\/§ + \/3) (COS 15 T isin 12) (f—i— f) (cosg + i sin g) =
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6
z<\/§ + \/6> . Sa partie réelle est nulle et sa partie imaginaire non nulle : b5 est imaginaire pur. (Valeur :
6
(\/é n \/6) = 23(1 4+ /3)% = 8(208 + 120v/3), donc b° = (1664 + 9601/3) i.)
3.a.[0,75 pt] c—a = —2+i(1+V3) et b—a = (1+v/3)+2i. Ori(b—a) = i(1+/3)+2i® = —2+i(1+/3) = c—a.

Commeb#a,ic )
b—a
AC c—a . _ c—a _ . T .
3. b. [1 pt] 1Bl = li| =1, donc AC = AB; (A&AE%) =Sargy— =agi = g [27]. Le triangle

ABC est rectangle et isocéle en A.
4.a.[1pt] z2—2—V3—i=z—betz+1—iv/3=2—c. Donc M € (E) <= |z—b| =|z—c|] —= BM = CM.
Comme B # C, (E) est la médiatrice du segment [BC].

b
4. b. [0,75 pt] Le milieu K de [BC| vérifie KB = KC, donc K € (FE). Vérification par le calcul : zx = _;C =
1+vV3 143 - e JBEVEREI-v3?  (16+4V3
5 + 5 i, et |zxk — bl = |2k —¢| = 5 = 5 = 5 = \/4+ /3.

(Remarque : A € (E) aussi, puisque AB = AC.)
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