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Exercice 1 — Vérifier qu’une fonction est une primitive ⋆⋆⋆⋆⋆

On considère les fonctions f , F et G définies sur R \ {0} par

f(x) = − 2
x3 , F (x) = 1

x2 − 4, G(x) = 1
x2 − 1.

1. Vérifier que f est continue sur chacun des intervalles ] − ∞; 0[ et ]0; +∞[.
2. Montrer que F est une primitive de f sur ] − ∞; 0[, puis déterminer le réel a de cet intervalle en lequel elle

s’annule.
3. Montrer que G est une primitive de f sur ]0; +∞[, puis déterminer le réel b de cet intervalle en lequel elle

s’annule.

▶ Afficher / Masquer la solution

1. f est une fonction rationnelle définie sur R∗ : elle est continue sur ] − ∞; 0[ et sur ]0; +∞[.
2. F est dérivable sur ] − ∞; 0[ et F ′(x) = − 2

x3 = f(x) : F est une primitive de f sur cet intervalle. F (x) = 0 ⇐⇒ x2 =
1
4 ⇐⇒ x = − 1

2 (car x < 0) : a = −1
2 .

3. De même G′(x) = − 2
x3 = f(x) sur ]0; +∞[. G(x) = 0 ⇐⇒ x2 = 1 ⇐⇒ x = 1 (car x > 0) : b = 1.
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Exercice 2 — Primitive vérifiant une condition initiale ⋆⋆⋆⋆⋆

Dans chacun des cas suivants, déterminer la primitive F de f vérifiant F (x0) = y0, sur l’intervalle indiqué
(qui contient x0).
1. f(x) = 6x(x2 + 1)2 sur R ; x0 = 0, y0 = 1.
2. f(x) = (2x − 1)(x2 − x + 3)3 sur R ; x0 = 1, y0 = 0.
3. f(x) = 3

(2x + 1)2 sur
]
−1

2 ; +∞
[

; x0 = 0, y0 = 1.

4. f(x) = 2x − 1
(x2 − x + 1)2 sur R ; x0 = 0, y0 = 2.

5. f(x) = cos
(

2x + π

3

)
sur R ; x0 = 0, y0 = 1.

6. f(x) = x

(x2 + 1)2 sur R ; x0 = 0, y0 = 0.

7. f(x) = 3√2x + 1 sur
]
−1

2 ; +∞
[

; x0 = 0, y0 = 0.

8. f(x) = 3
x2 − 2x sur ]0; +∞[ ; x0 = 1, y0 = 0.

▶ Afficher / Masquer la solution

1. f = 3 × u′u2 avec u(x) = x2 + 1 : F (x) = (x2 + 1)3 + c ; F (0) = 1 + c = 1 donne c = 0. F (x) = (x2 + 1)3.

2. f = u′u3 avec u(x) = x2 − x + 3 : F (x) = (x2 − x + 3)4

4 + c ; F (1) = 81
4 + c = 0. F (x) = (x2 − x + 3)4

4 − 81
4 .

3. f = 3
2 × u′

u2 avec u(x) = 2x+1 ̸= 0 sur l’intervalle : F (x) = − 3
2(2x + 1) +c ; F (0) = − 3

2 +c = 1. F (x) = − 3
2(2x + 1) + 5

2.

4. f = u′

u2 avec u(x) = x2−x+1 =
(
x − 1

2
)2+ 3

4 > 0 : F (x) = − 1
x2 − x + 1 +c ; F (0) = −1+c = 2. F (x) = 3− 1

x2 − x + 1.

5. F (x) = 1
2 sin

(
2x + π

3

)
+ c ; F (0) = 1

2 ×
√

3
2 + c = 1. F (x) = 1

2 sin
(

2x + π

3

)
+ 1 −

√
3

4 .

6. f = 1
2 × u′

u2 avec u(x) = x2 + 1 : F (x) = − 1
2(x2 + 1) + c ; F (0) = − 1

2 + c = 0. F (x) = 1
2 − 1

2(x2 + 1) = x2

2(x2 + 1) .

7. Sur
]
− 1

2 ; +∞
[
, u(x) = 2x+1 > 0 et f = 1

2u′u
1
3 : F (x) = 1

2 × (2x + 1) 4
3

4
3

+c = 3
8(2x+1) 3

√
2x + 1+c ; F (0) = 3

8 +c = 0.

F (x) = 3
8(2x + 1) 3

√
2x + 1 − 3

8 .

8. F (x) = − 3
x

− x2 + c ; F (1) = −4 + c = 0. F (x) = − 3
x

− x2 + 4.

Exercice 3 — Décomposition puis primitive ⋆⋆⋆⋆⋆

On considère la fonction f définie sur ]2; +∞[ par f(x) = x3 − 5x2 + 8x − 3
(x − 2)2 .

1. Déterminer les réels a, b et c tels que, pour tout x ∈]2; +∞[, f(x) = ax + b + c

(x − 2)2 .

2. En déduire une primitive de f sur ]2; +∞[.

▶ Afficher / Masquer la solution

1. (ax + b) (x − 2)2 + c = ax3 + (b − 4a)x2 + (4a − 4b)x + 4b + c. Par identification avec x3 − 5x2 + 8x − 3 : a = 1,
b − 4 = −5 donc b = −1, 4a − 4b = 8 (vérifié), 4b + c = −3 donc c = 1. Ainsi f(x) = x − 1 + 1

(x − 2)2 .

2. Une primitive de f sur ]2; +∞[ est F (x) = x2

2 − x − 1
x − 2 .
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Exercice 4 — Recherche de toutes les primitives ⋆⋆⋆⋆⋆

Dans chacun des cas suivants, déterminer toutes les primitives de f sur l’intervalle I indiqué.
1. f(x) =

√
2x + 1 et I =

]
−1

2 ; +∞
[
.

2. f(x) = x2√
x3 + 1 et I =] − 1; +∞[.

3. f(x) = x − 1√
x2 − 2x + 5

et I = R.

4. f(x) = 3x(x2 + 2)5 et I = R.

5. f(x) = 1
x2

√
1 + 1

x
et I =]0; +∞[.

6. f(x) = x(x − 1)10 et I = R. On pourra écrire x = (x − 1) + 1.
7. f(x) = x + 3√

x + 1
et I =]−1; +∞[. On pourra déterminer deux réels a et b tels que f(x) = a

√
x + 1+ b√

x + 1
.

▶ Afficher / Masquer la solution

Dans chaque cas, c désigne une constante réelle quelconque.

1. f = 1
2u′u

1
2 avec u(x) = 2x + 1 > 0 : F (x) = 1

2 × 2
3(2x + 1) 3

2 + c = 1
3(2x + 1)

√
2x + 1 + c.

2. f = 1
3u′u

1
2 avec u(x) = x3 + 1 > 0 sur I : F (x) = 2

9(x3 + 1)
√

x3 + 1 + c.

3. f = 1
2 × u′

√
u

avec u(x) = x2 − 2x + 5 = (x − 1)2 + 4 > 0 : F (x) =
√

x2 − 2x + 5 + c.

4. f = 3
2u′u5 avec u(x) = x2 + 2 : F (x) = 3

2 × (x2 + 2)6

6 + c = (x2 + 2)6

4 + c.

5. Avec u(x) = 1 + 1
x

> 0 sur I et u′(x) = − 1
x2 : f = −u′u

1
2 , donc F (x) = −2

3

(
1 + 1

x

) √
1 + 1

x
+ c.

6. f(x) = (x − 1)11 + (x − 1)10 : F (x) = (x − 1)12

12 + (x − 1)11

11 + c.

7. x + 3√
x + 1

= (x + 1) + 2√
x + 1

=
√

x + 1 + 2√
x + 1

: a = 1, b = 2. Donc F (x) = 2
3(x + 1)

√
x + 1 + 4

√
x + 1 + c.

Exercice 5 — Fonction rationnelle et condition initiale ⋆⋆⋆⋆⋆

On considère la fonction f définie sur Df = R \ {−2} par f(x) = x2 + 4x + 3
(x + 2)2 .

1. Déterminer les réels a et b tels que, pour tout x ∈ Df , f(x) = a + b

(x + 2)2 .

2. En déduire la primitive F de f sur ] − 2; +∞[ telle que F (0) = 3
2.

▶ Afficher / Masquer la solution

1. x2 + 4x + 3 = (x + 2)2 − 1, donc f(x) = 1 − 1
(x + 2)2 : a = 1 et b = −1.

2. Les primitives de f sur ] − 2; +∞[ sont x 7→ x + 1
x + 2 + c. F (0) = 1

2 + c = 3
2 donne c = 1 : F (x) = x + 1

x + 2 + 1.
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