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Série d’exercices n° 03
Etude de fonctions
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20262027
Exercice 1 = — Branches infinies, position relative, réciproque * %

On considere la fonction f définie par f(z) = 2x — 2+ /x — 1.
1. Vérifier que Dy = [1;+o0[, puis calculer lim f(z).
T—r+00

. Etudier la branche infinie de (C}) au voisinage de +oo0.

. Etudier la dérivabilité de f a droite en 1, puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
Ay —1+1

T o2yz—1

b. En déduire le sens de variation de f et dresser son tableau de variations.
Tz —2
Ve—T1+1
b. En déduire la position relative de (Cy) et de la droite (D) d’équation y = 2z — 1.
. Tracer (D) et (Cy) dans un repere orthonormé.

IO

a. Montrer que, pour tout = €]1;4o00[, f'(z)

5. a. Montrer que, pour tout = € [1;+o0[, f(z) — (2z — 1) =

N O

. a. Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J & déterminer.
b. Tracer (Cy-1) dans le méme repere, avec une autre couleur.

» Afficher / Masquer la solution
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Exercice 1 (suite)

» Afficher / Masquer la solution
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Exercice 2 = — Concavité et réciproque 2. 8. 8¢

On considere la fonction f définie sur [2; +o0[ par f(z) = zv/x — 2.

1. Calculer xggloof(x)

2. Justifier que f est continue sur [2; 400l
3. Déterminer la nature de la branche infinie de (C) au voisinage de +oo.
4. Etudier la dérivabilité de f & droite en 2, puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
3z —4
5. a. Montrer que, pour tout z €]2; +oo[, f/(z) = ———.
que, p ] [ f@) = N
b. En déduire le sens de variation de f.
3x —8
6. a. Montrer que, pour tout x €]2; +oo[, f”(z) = L
4/ (z —2)3

b. Etudier la concavité de (C) et préciser son point d’inflexion.
7. Etudier la position relative de (C) et de la droite (A) d’équation y = x.

oo

. Tracer (A) et (C't) dans un repere orthonormé.
9. a. Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J & déterminer.
b. Montrer que f~! est dérivable en 12 et calculer (f~')" (12) (on remarquera que f(6) = 12).
10. Tracer (Cy-1) dans le méme repere, avec une autre couleur.

» Afficher / Masquer la solution
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Exercice 2 (suite)

» Afficher / Masquer la solution
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Exercice 3 — Lecture graphique de la dérivée 2.0

On considére une fonction f deux fois dérivable sur I'intervalle [—4;4]. La courbe (I") ci-dessous représente
sa fonction dérivée f'; elle coupe 1’axe des abscisses aux points d’abscisses —2v/3, 0 et 21/3, et admet des

tangentes horizontales aux points d’abscisses —2 et 2.

Ay
(I")

k=

1. Dresser le tableau de variations de f sur [—4;4].
2. Etudier la concavité de (C) sur [—4;4] et préciser les abscisses de ses points d’inflexion.

» Afficher / Masquer la solution
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Exercice 4 — Fonction avec racine carrée et asymptote verticale VS ® ¢

x

NS )

. Vérifier que Dy = [0;4[U[4; +oo, puis calculer les limites de f aux bornes de Dy.
. Déterminer les deux branches infinies de (Cf).

. Etudier la dérivabilité de f a droite en 0, puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.

—4
. a. Montrer que, pour tout z € Df \ {0}, f'(z) = L2
2(vz—2)
b. Dresser le tableau de variations de f.

5. Montrer que (Cf) coupe la droite d’équation y = x en deux points distincts dont on déterminera les
coordonnées.

6. Tracer (Cy) dans un repere orthonormé. On admet que le point de (C'y) d’abscisse 36 est un point d’inflexion.

7. On considere la restriction g de f a l'intervalle [0;4[. On admet que g admet une fonction réciproque g—?.
Tracer (Cy-1) dans le méme repere, avec une autre couleur.

On consideére la fonction f définie par f(z) =

O R

» Afficher / Masquer la solution
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Exercice 4 (suite)

» Afficher / Masquer la solution
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Exercice 5 — Fonction auziliaire et étude 2. 8. 0. ¢

Partie A. On considére la fonction u définie sur R par u(z) = 723 + 3z + 2.

1.
2.
3.

Partie B. On considére la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(z) = (23 + = + 2)/z — 3.
1.
2. Montrer que f est continue sur [0; +ool.

3.

4. a. Montrer que, pour tout z €]0; +o0[, f'(z) =

S

. Déterminer une équation de la tangente (1') & (Cy) au point d’abscisse 1.
. Tracer (T') et (Cy) dans un repere orthonormé. On admet que (Cy) possede un point d’inflexion d’abscisse

. a. Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J & déterminer.

Déterminer u'(z) pour tout x € R.
Dresser le tableau de variations de u (les limites ne sont pas demandées).
En déduire que u(z) > 0 pour tout = € [0; +o0].

Montrer que liril f(x) = 400, puis déterminer la branche infinie de (C't) au voisinage de +o0.
T—+00

Etudier la dérivabilité de f & droite en 0, puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
u(x)
N

b. En utilisant la question A.3, en déduire que f est strictement croissante sur [0; +o0].
Montrer que (C) coupe 'axe des abscisses en un unique point d’abscisse «, puis vérifier que 0,8 < ar < 0,9.

8 ~0,3.

b. Tracer (Cf71) dans le méme repere, avec une autre couleur.

» Afficher / Masquer la solution
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Exercice 5 (suite)

» Afficher / Masquer la solution
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Exercice 6 — Fonction rationnelle et asymptote oblique 2. 8. 0. ¢

Partie A. On considére la fonction g définie sur R par g(z) = 23 + 2% + 3z — 1.

1. Calculer les limites de g en 400 et en —oc.
2. Etudier les variations de ¢ sur R.

1
3. Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution « dans R, et que 0 < a < 3

4. Déterminer le signe de g(z) suivant les valeurs du réel x.
2
Partie B. On considere la fonction f définie par f(x) =z + o
x

1. Déterminer Dy, puis calculer les limites de f en +oo et en —o0.
2. Etudier la continuité de f sur D I

z—1)g(z)
3. Montrer que, pour tout x € D¢, f'(z) = (7

q p f / ( ) ( 72 + 1)2
4. Etudier les variations de f, puis dresser son tableau de variations.
5. Vérifier que la droite (A) d’équation y = x est une asymptote oblique a (Cy) au voisinage de —oo et de
+o00.

. Etudier la position relative de (Cf) et de (A).

7. On considere la restriction h de f a Uintervalle I = [1;+o0[.

(=}

a. Montrer que h admet une fonction réciproque h~! définie sur un intervalle J & déterminer.
b. Dresser le tableau de variations de h~!.

» Afficher / Masquer la solution
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Exercice 6 (suite)

» Afficher / Masquer la solution
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Exercice 7 — Fonction définie par morceaur — synthése 2. 0. 8.0 ¢

On considere la fonction f définie sur R par

2z
z)=x+Va2+4r siz>0 et )= ———— siz <O.
f@) =o+v @) = s

1. Montrer que f est continue en O.
2. a. Etudier la dérivabilité de f & droite en 0, puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.

75
b. Montrer que 11%1 m = 1, puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
z—=0- X
3. Calculer lim f(x), puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.
T—r—00
f(z)

4. a. Calculer xll)rfoo f(z) et xgrf , puis montrer que xll)rfoo (f(z) —22) =2.

b. En déduire que (Cf) admet une asymptote oblique au voisinage de +o0o dont on donnera une équation.

T+ 2 8
5. a. Montrer que f'(z) =1+ ——=——= pour z > 0 et f'(z) =
e f() a:2+433p f@) (22 +4)V2? +4
b. Déterminer le signe de f’(x) sur ]0;+oo[ et sur | — oo; 0, puis dresser le tableau de variations de f.
—4 —24xv 22 + 4
6. a. Montrer que f”(z) = pour x > 0 et f’(x) = e pour x < 0.

(2?2 4+ 4x)Va? + 4z (22 +4)3

b. En déduire la concavité de (Cy).

pour z < 0.

7. Etudier la position relative de (Cy) et de la droite d’équation y = x.
8. On considére la restriction g de f a l'intervalle I =] — o0;0][.

a. Montrer que g admet une fonction réciproque ¢g—' définie sur un intervalle J & déterminer.

2
b. Montrer que g~'(—1) = ———, puis en déduire la valeur de (g~!)’ (~1).

V3
c. Montrer que, pour tout = € J, g~ (z) = 27:6
b b /4 — x2

d. Tracer (Cy) et (Cy-1) dans le méme repere orthonormé.

» Afficher / Masquer la solution
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Exercice 7 (suite)

» Afficher / Masquer la solution
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Exercice 7 (suite)

» Afficher / Masquer la solution
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