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Exercice 1 — Continuité en un point ⋆⋆⋆⋆⋆

On considère la fonction f définie sur R par

f(x) = x3 − 3x2 + 2x − 6
x − 3 si x ̸= 3 et f(3) = 11.

Montrer que f est continue en 3.

▶ Afficher / Masquer la solution

Pour tout x ̸= 3 : x3 − 3x2 + 2x − 6 = x2(x − 3) + 2(x − 3) = (x − 3)(x2 + 2), donc f(x) = x2 + 2.
Ainsi lim

x→3
f(x) = lim

x→3
(x2 + 2) = 11 = f(3) : f est continue en 3.

Exercice 2 — Continuité en un point — paramètre ⋆⋆⋆⋆⋆

On considère un réel non nul a et la fonction f définie sur [−4; +∞[ par

f(x) =
√

x + 4 − 2
ax

si x ̸= 0 et f(0) = 2.

Déterminer la valeur de a pour laquelle f est continue en 0.

▶ Afficher / Masquer la solution

Pour x ∈ [−4; +∞[, x ̸= 0, on multiplie par la quantité conjuguée :

f(x) = (
√

x + 4 − 2)(
√

x + 4 + 2)
ax(

√
x + 4 + 2)

= x

ax(
√

x + 4 + 2)
= 1

a(
√

x + 4 + 2)
.

Donc lim
x→0

f(x) = 1
4a

. La fonction f est continue en 0 si, et seulement si, 1
4a

= 2, c’est-à-dire a = 1
8.

Exercice 3 — Continuité à droite et à gauche ⋆⋆⋆⋆⋆

On considère la fonction f définie sur [−7; +∞[ par

f(x) =
√

x + 7 − 3
|x − 2|

si x ̸= 2 et f(2) = 1
6 .

Étudier la continuité de f à droite et à gauche en 2.

▶ Afficher / Masquer la solution

Pour x ≥ −7, x ̸= 2 :
√

x + 7 − 3 = (x + 7) − 9√
x + 7 + 3

= x − 2√
x + 7 + 3

.

— À droite (x > 2, |x − 2| = x − 2) : f(x) = 1√
x + 7 + 3

, donc lim
x→2+

f(x) = 1
6 = f(2) : f est continue à droite en 2.

— À gauche (−7 ≤ x < 2, |x − 2| = −(x − 2)) : f(x) = − 1√
x + 7 + 3

, donc lim
x→2−

f(x) = −1
6 ̸= f(2) : f n’est pas

continue à gauche en 2.
Par conséquent, f n’est pas continue en 2.
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Exercice 4 — Fonction définie par morceaux ⋆⋆⋆⋆⋆

On considère la fonction f définie sur R par

f(x) = x2 − 3x si x ≤ 2 et f(x) = x2 − 6
2x − 3 si x > 2.

Étudier la continuité de f en 2.

▶ Afficher / Masquer la solution

— f(2) = 4 − 6 = −2 et lim
x→2−

f(x) = lim
x→2−

(x2 − 3x) = −2.

— Pour x > 2, 2x − 3 > 0 et lim
x→2+

f(x) = 4 − 6
4 − 3 = −2.

Les limites à gauche et à droite sont égales à f(2) : f est continue en 2.

Exercice 5 — Fonction définie par morceaux — paramètre ⋆⋆⋆⋆⋆

On considère un réel a et la fonction f définie sur R par

f(x) = −x2 + 3 si x ≤ 1 et f(x) = ax − 1
x + 1 si x > 1.

Déterminer la valeur de a pour laquelle f est continue en 1.

▶ Afficher / Masquer la solution

f(1) = −1 + 3 = 2 et lim
x→1−

f(x) = 2 : f est continue à gauche en 1. Pour x > 1, x + 1 ̸= 0 et lim
x→1+

f(x) = a − 1
2 .

f est continue en 1 si, et seulement si, a − 1
2 = 2, c’est-à-dire a = 5.

Exercice 6 — Prolongement par continuité ⋆⋆⋆⋆⋆

Dans chacun des cas suivants, a est un réel ; déterminer la valeur de a pour laquelle la fonction f est continue
en x0.

1. f est définie sur R par f(x) = 2x2 − x − 15
x − 3 si x ̸= 3 et f(3) = a ; x0 = 3.

2. f est définie sur [−3; +∞[ par f(x) =
√

x + 3 − 2
x − 1 si x ̸= 1 et f(1) = a ; x0 = 1.

3. f est définie sur
]
−π

2 ; π
2

[
par f(x) = tan x + 3 sin x

x
si x ̸= 0 et f(0) = a ; x0 = 0.

4. f est définie sur [−1; +∞[ par f(x) = sin(2x)
3√x + 1 − 1

si x ̸= 0 et f(0) = a ; x0 = 0.

▶ Afficher / Masquer la solution

1. 2x2 − x − 15 s’annule en 3 : 2x2 − x − 15 = (x − 3)(2x + 5). Pour x ̸= 3, f(x) = 2x + 5 −−−→
x→3

11. Donc a = 11.

2. Pour x ≥ −3, x ̸= 1 : f(x) = (x + 3) − 4
(x − 1)(

√
x + 3 + 2)

= 1√
x + 3 + 2

−−−→
x→1

1
4 . Donc a = 1

4.

3. Pour x ∈
]
− π

2 ; π
2

[
, x ̸= 0 : f(x) = tan x

x
+ 3 sin x

x
. Or lim

x→0

tan x

x
= 1 et lim

x→0

sin x

x
= 1, donc lim

x→0
f(x) = 1 + 3 = 4.

Donc a = 4.
4. Pour x ≥ −1, avec X = 3

√
x + 1 : X3 − 1 = x et X − 1 = X3 − 1

X2 + X + 1 = x

X2 + X + 1 (X2 + X + 1 ≥ 1 > 0). Pour
x ̸= 0 :

f(x) = sin(2x)
x

(
X2 + X + 1

)
= 2 × sin(2x)

2x
×

(
3
√

(x + 1)2 + 3
√

x + 1 + 1
)

.

Comme lim
x→0

sin(2x)
2x

= 1 et lim
x→0

(
3
√

(x + 1)2 + 3
√

x + 1 + 1
)

= 3 : lim
x→0

f(x) = 6. Donc a = 6.
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Exercice 7 — Deux paramètres ⋆⋆⋆⋆⋆

On considère deux réels a et b et la fonction f définie sur R par

f(x) = x2 + ax − 1 si x < 1 et f(x) = 2x2 − a + b

x
si x ≥ 1.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que f soit continue en 1.

▶ Afficher / Masquer la solution

— f(1) = 2 − a + b

1 = 2 − a + b, et lim
x→1+

f(x) = 2 − a + b (f est continue à droite en 1 : quotient de fonctions continues,
x ̸= 0).

— lim
x→1−

f(x) = 1 + a − 1 = a.

f est continue en 1 si, et seulement si, a = 2 − a + b, c’est-à-dire b = 2a − 2.

Exercice 8 — Continuité sur un intervalle ⋆⋆⋆⋆⋆

Dans chacun des cas suivants, étudier la continuité de la fonction f sur l’intervalle I.
1. f(x) = 3x2 − x + cos x et I = R.
2. f(x) = 2

x
−

√
x et I =]0; +∞[.

3. f(x) = 2x + 5
x2 − x + 1 et I = R.

4. f(x) = x2 sin x et I = [−π; π].
5. f(x) = (x3 − 2)(x2 + 3x) et I = R.
6. f(x) =

√
x2 + 2x + 3 et I = R.

7. f(x) =
√

4 − x2 et I = [−2; 2].
8. f(x) = sin(x2 − 3x + 1) et I = R.
9. f(x) = cos

(√
x + 1

)
et I = [−1; +∞[.

▶ Afficher / Masquer la solution

1. x 7→ 3x2 − x (polynôme) et cos sont continues sur R : f est continue sur R (somme).
2. x 7→ 2

x est continue sur ]0; +∞[ et √ est continue sur [0; +∞[ : f est continue sur ]0; +∞[.
3. Le discriminant de x2 − x + 1 est 1 − 4 = −3 < 0 : ce trinôme ne s’annule pas sur R. La fonction rationnelle f est

définie, donc continue, sur R.
4. x 7→ x2 et sin sont continues sur R, donc sur [−π; π] : f est continue sur I (produit).
5. f est un produit de deux polynômes : continue sur R.
6. Le trinôme x2 + 2x + 3 = (x + 1)2 + 2 est continu et strictement positif sur R : f est continue sur R.
7. x 7→ 4 − x2 est continue sur [−2; 2] et positive sur cet intervalle (x2 ≤ 4) : f est continue sur [−2; 2].
8. x 7→ x2 − 3x + 1 est continue sur R et sin est continue sur R : f est continue sur R (composée).
9. x 7→

√
x + 1 est continue sur [−1; +∞[ et cos est continue sur R : f est continue sur [−1; +∞[ (composée).

Exercice 9 — Continuité sur R d’une fonction définie par morceaux ⋆⋆⋆⋆⋆

Dans chacun des cas suivants, étudier la continuité de la fonction f sur R.

1. f(x) =
√

x2 + 3 si x ≤ 1 et f(x) = 2√
x

si x > 1.

2. f(x) = x −
√

x − 2 si x ≥ 2 et f(x) = 5
5 − x

si x < 2.

▶ Afficher / Masquer la solution

1. Sur ] − ∞; 1[, f(x) =
√

x2 + 3 est continue (x2 + 3 > 0) ; sur ]1; +∞[, f(x) = 2√
x

est continue (
√

x > 0). En 1 :
f(1) =

√
4 = 2 ; lim

x→1−
f(x) = 2 ; lim

x→1+
f(x) = 2

1 = 2. Donc f est continue en 1 et f est continue sur R.

2. Sur ]2; +∞[, f(x) = x −
√

x − 2 est continue ; sur ] − ∞; 2[, 5 − x > 3 > 0 et f(x) = 5
5−x est continue. En 2 : f(2) = 2,

lim
x→2+

f(x) = 2, mais lim
x→2−

f(x) = 5
3 ̸= 2. Donc f n’est pas continue sur R : elle est continue sur ] − ∞; 2[ et sur

[2; +∞[, discontinue en 2.
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Exercice 10 — Image d’un intervalle ⋆⋆⋆⋆⋆

Dans chacun des cas suivants, déterminer l’image f(I) de l’intervalle I par la fonction f .

1. f(x) = x + 2
x − 3 et I = [−1; 2].

2. f(x) = 3x − 2 et I = [1; +∞[.
3. f(x) = 2

x − 1 et I =] − ∞; 0].
4. f(x) = x2 et I = [−2; 1].
5. f(x) = x + 1 si x ∈] − 1; 1[ et f(x) = −x + 3 si x ∈ [1; 2[ ; I =] − 1; 2[.

▶ Afficher / Masquer la solution

1. f est continue sur [−1; 2] (x − 3 ̸= 0) et f ′(x) = (x − 3) − (x + 2)
(x − 3)2 = −5

(x − 3)2 < 0 : f est strictement décroissante.

Donc f(I) = [f(2); f(−1)] =
[
−4; −1

4

]
.

2. f est affine, continue et strictement croissante : f(I) =
[
f(1); lim

x→+∞
f(x)

[
= [1; +∞[.

3. Sur ] − ∞; 0], x − 1 < 0, f est continue et f ′(x) = −2
(x − 1)2 < 0 : f est strictement décroissante. Avec f(0) = −2 et

lim
x→−∞

f(x) = 0 : f(I) = [−2; 0[.
4. f n’est pas monotone sur [−2; 1] : elle est strictement décroissante sur [−2; 0] et strictement croissante sur [0; 1].
f([−2; 0]) = [0; 4] et f([0; 1]) = [0; 1], donc f(I) = [0; 4].
5. lim

x→1−
f(x) = 2 = f(1) : f est continue sur ] − 1; 2[. Sur ] − 1; 1[, f est strictement croissante et f(] − 1; 1[) =]0; 2[ ; sur

[1; 2[, f est strictement décroissante et f([1; 2[) =]1; 2]. Donc f(I) =]0; 2[∪]1; 2] =]0; 2].

Exercice 11 — Théorème des valeurs intermédiaires ⋆⋆⋆⋆⋆

Dans chacun des cas suivants, montrer que l’équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans l’intervalle
I.
1. f(x) = x3 + x − 3 et I = [1; 2].
2. f(x) = x3 + 3x2 − 1 et I =] − 1; 0[.
3. f(x) = sin x − x + 1 et I = [0; π].

▶ Afficher / Masquer la solution

Dans les trois cas, f est continue sur l’intervalle fermé considéré (polynôme, ou somme de fonctions continues).
1. f(1) = −1 < 0 et f(2) = 8 + 2 − 3 = 7 > 0 : d’après le TVI, l’équation f(x) = 0 admet au moins une solution dans

[1; 2].
2. f est continue sur [−1; 0], f(−1) = −1 + 3 − 1 = 1 > 0 et f(0) = −1 < 0 : il existe au moins une solution dans ] − 1; 0[.
3. f(0) = 1 > 0 et f(π) = 0 − π + 1 = 1 − π < 0 : il existe au moins une solution dans ]0; π[⊂ I.
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Exercice 12 — TVI et stricte monotonie ⋆⋆⋆⋆⋆

Dans chacun des cas suivants, montrer que l’équation f(x) = 0 admet une unique solution dans l’intervalle I.
1. f(x) = x3 + 4x − 2 et I = [0; 1].
2. f(x) = x + tan x − 2 et I =

[
0; π

3
]
.

3. f(x) = x5 + x3 + 2x + 3 et I = [−1; 0].
4. f(x) = x3 + 3x − 5 et I =

]
1; 3

2

[
.

▶ Afficher / Masquer la solution

Méthode : f continue et strictement monotone sur [a; b] et f(a)f(b) < 0.
1. f ′(x) = 3x2 + 4 > 0 ; f(0) = −2 et f(1) = 3 : unique solution dans ]0; 1[.
2. f est continue sur

[
0; π

3
]

et f ′(x) = 1 + (1 + tan2 x) = 2 + tan2 x > 0. f(0) = −2 < 0 et f
(

π
3

)
= π

3 +
√

3 − 2 > 0 (car
π
3 > 1 et

√
3 > 1) : unique solution dans

]
0; π

3
[
.

3. f ′(x) = 5x4 + 3x2 + 2 > 0 ; f(−1) = −1 − 1 − 2 + 3 = −1 et f(0) = 3 : unique solution dans ] − 1; 0[.
4. f est continue sur

[
1; 3

2
]
, f ′(x) = 3x2 + 3 > 0, f(1) = −1 et f

( 3
2
)

= 27
8 + 9

2 − 5 = 23
8 > 0 : unique solution dans]

1; 3
2
[
.

Exercice 13 — Dichotomie ⋆⋆⋆⋆⋆

On considère la fonction f définie sur R par f(x) = x3 + 2x + 2.
1. Dresser le tableau de variations de f .
2. Montrer que l’équation f(x) = 0 admet une unique solution α dans [−2; 2].
3. À l’aide de la méthode de dichotomie, donner un encadrement de α d’amplitude 1.

▶ Afficher / Masquer la solution

1. f est dérivable sur R et f ′(x) = 3x2 +2 > 0 : f est strictement croissante sur R. De plus lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

x3 = −∞
et lim

x→+∞
f(x) = +∞.

2. f est continue et strictement croissante sur [−2; 2], avec f(−2) = −8 − 4 + 2 = −10 < 0 et f(2) = 8 + 4 + 2 = 14 > 0 :
l’équation f(x) = 0 admet une unique solution α dans [−2; 2].
3. Étape 1 : milieu 0, f(0) = 2 > 0 et f(−2) < 0 : α ∈] − 2; 0[. Étape 2 : milieu −1, f(−1) = −1 − 2 + 2 = −1 < 0 :
α ∈] − 1; 0[. Encadrement d’amplitude 1 : −1 < α < 0.
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Exercice 14 — Unicité, encadrement et inéquation ⋆⋆⋆⋆⋆

On considère la fonction f définie sur R par f(x) = 2x3 − 3x2 − 2.
1. Montrer que l’équation f(x) = 0 admet une unique solution α dans R, et que 1 < α < 2.
2. Donner un encadrement de α d’amplitude 0,25.
3. Résoudre dans [1; 2] l’inéquation f(x) ≥ 0.

▶ Afficher / Masquer la solution

1. f ′(x) = 6x2 −6x = 6x(x−1) : f est strictement croissante sur ]−∞; 0], strictement décroissante sur [0; 1] et strictement
croissante sur [1; +∞[, avec f(0) = −2 et f(1) = −3.

— Sur ] − ∞; 1], le maximum de f est f(0) = −2 < 0 : l’équation f(x) = 0 n’a pas de solution dans cet intervalle.

— Sur [1; +∞[, f est continue et strictement croissante, f(1) = −3 < 0 et lim
x→+∞

f(x) = +∞ : l’équation a une unique
solution α dans ]1; +∞[. Comme f(2) = 16 − 12 − 2 = 2 > 0, on a 1 < α < 2.

Conclusion : l’équation f(x) = 0 admet une unique solution α dans R, et 1 < α < 2.
2. f(1,5) = 6,75 − 6,75 − 2 = −2 < 0 : α ∈]1,5; 2[. f(1,75) = 10,71875 − 9,1875 − 2 = −0,46875 < 0 : α ∈]1,75; 2[. Donc
1,75 < α < 2.
3. Sur [1; 2], f est strictement croissante et f(α) = 0 : pour x ∈ [1; 2], f(x) ≥ 0 ⇐⇒ f(x) ≥ f(α) ⇐⇒ x ≥ α. Donc
S = [α; 2].

Exercice 15 — Existence de solutions ⋆⋆⋆⋆⋆

1. Montrer que l’équation x3 −4x2 +2 = 0 admet au moins une solution α ∈]0; 1[, puis donner un encadrement
de α d’amplitude 0,5.

2. Montrer que l’équation 3x√
x2 + 1

= 2 admet au moins une solution dans [0; 2].

▶ Afficher / Masquer la solution

1. On considère la fonction g définie sur R par g(x) = x3 −4x2 +2 : elle est continue, g(0) = 2 > 0 et g(1) = −1 < 0, donc
l’équation g(x) = 0 admet au moins une solution α ∈]0; 1[. De plus g′(x) = x(3x − 8) < 0 sur ]0; 1] : g est strictement
décroissante sur [0; 1] et cette solution est unique dans ]0; 1[. Comme g(0,5) = 0,125 − 1 + 2 = 1,125 > 0 et g(1) < 0 :
0,5 < α < 1.
2. On considère la fonction h définie sur R par h(x) = 3x√

x2 + 1
−2 ; elle est continue sur [0; 2] (x2 +1 > 0). h(0) = −2 < 0

et h(2) = 6√
5

− 2 = 6 − 2
√

5√
5

> 0 car 6 > 2
√

5 ⇐⇒ 36 > 20. D’après le TVI, l’équation h(x) = 0, équivalente à

l’équation proposée, admet au moins une solution dans [0; 2].
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Exercice 16 — Signe d’une fonction ⋆⋆⋆⋆⋆

On considère la fonction f définie sur R par f(x) = x3 + 2x − 5.
1. Étudier les variations de f sur R.
2. Montrer que l’équation f(x) = 0 admet une unique solution α dans R.
3. Vérifier que 1 < α < 2, puis donner un encadrement de α d’amplitude 0,25.
4. Dresser le tableau de signe de f(x) sur R.

▶ Afficher / Masquer la solution

1. f ′(x) = 3x2 + 2 > 0 : f est strictement croissante sur R ; lim
x→−∞

f(x) = −∞ et lim
x→+∞

f(x) = +∞.
2. f est continue et strictement croissante sur R et f(R) =] − ∞; +∞[ contient 0 : l’équation f(x) = 0 admet une unique
solution α dans R.
3. f(1) = −2 < 0 et f(2) = 7 > 0, donc 1 < α < 2. Dichotomie : f(1,5) = 3,375 + 3 − 5 = 1,375 > 0 donne 1 < α < 1,5 ;
f(1,25) = 1,953125 + 2,5 − 5 = −0,546875 < 0 donne 1,25 < α < 1,5.
4. Comme f est strictement croissante et f(α) = 0 : f(x) < 0 si x < α et f(x) > 0 si x > α.
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Exercice 17 — Fonction réciproque ⋆⋆⋆⋆⋆

Dans chacun des cas suivants, montrer que la fonction f admet une fonction réciproque f−1 définie sur
l’intervalle J = f(I) ; préciser J , puis déterminer f−1(x) pour tout x ∈ J .

1. f(x) = 2x − 1
x + 3 et I =] − ∞; −3[.

2. f(x) = x2 − 6x + 5 et I = [3; 5].
3. f(x) = −3(x + 1)2 + 2 et I = [−1; +∞[.
4. f(x) =

√
x − 1 + x et I = [1; +∞[.

5. f(x) = 4x

x2 + 4 et I = [−2; 2].
6. f(x) = 3√x + 2 − 1 et I = [−2; +∞[.

7. f(x) = x2 + 2
x2 − 1 et I = [0; 1[.

8. f(x) = x3 + 3x2 + 3x + 2 et I = [−1; +∞[.

▶ Afficher / Masquer la solution

1. f est continue sur I (x + 3 ̸= 0) et f ′(x) = 2(x + 3) − (2x − 1)
(x + 3)2 = 7

(x + 3)2 > 0 : f est strictement croissante sur

I, donc admet une réciproque sur J = f(I). lim
x→−∞

f(x) = 2 et, quand x → −3−, 2x − 1 → −7 et x + 3 → 0−, donc
lim

x→−3−
f(x) = +∞ : J =]2; +∞[.

Pour x ∈ J et y ∈ I : f(y) = x ⇐⇒ 2y − 1 = x(y + 3) ⇐⇒ y(2 − x) = 3x + 1 ⇐⇒ y = 3x + 1
2 − x

(x ≠ 2). On vérifie que

y ∈ I : y + 3 = 7
2 − x

< 0. Donc f−1(x) = 3x + 1
2 − x

.
2. f(x) = (x−3)2 −4 ; f est continue et f ′(x) = 2(x−3) > 0 sur ]3; 5] : strictement croissante sur [3; 5]. J = [f(3); f(5)] =
[−4; 0]. Pour x ∈ J , y ∈ [3; 5] : f(y) = x ⇐⇒ (y −3)2 = x+4 ⇐⇒ y −3 =

√
x + 4 (car y −3 ≥ 0). f−1(x) = 3+

√
x + 4.

3. f ′(x) = −6(x+1) < 0 sur ]−1; +∞[ : f est continue et strictement décroissante sur I. f(−1) = 2 et lim
x→+∞

f(x) = −∞ :

J =] − ∞; 2]. Pour x ∈ J , y ≥ −1 : f(y) = x ⇐⇒ (y + 1)2 = 2 − x

3 ⇐⇒ y + 1 =
√

2 − x

3 . f−1(x) = −1 +
√

2 − x

3 .
4. f est continue sur I, somme de deux fonctions strictement croissantes : elle est strictement croissante. f(1) = 1
et lim

x→+∞
f(x) = +∞ : J = [1; +∞[. Soit x ∈ J et y ∈ I ; on pose t =

√
y − 1 ≥ 0, de sorte que y = t2 + 1 :

f(y) = x ⇐⇒ t2 + t + 1 − x = 0. Le discriminant vaut 4x − 3 > 0 ; la seule racine positive est t = −1 +
√

4x − 3
2 (l’autre

est négative). Alors y = 1 + t2 = 1 + 4x − 2 − 2
√

4x − 3
4 , d’où f−1(x) = 2x + 1 −

√
4x − 3

2 (contrôle : f−1(1) = 1).

5. f est continue sur [−2; 2] et f ′(x) = 4(x2 + 4) − 8x2

(x2 + 4)2 = 4(4 − x2)
(x2 + 4)2 est strictement positive sur ]−2; 2[ : f est strictement

croissante sur I. J = [f(−2); f(2)] = [−1; 1]. Soit x ∈ J et y ∈ I : f(y) = x ⇐⇒ xy2 − 4y + 4x = 0.
— Si x = 0 : y = 0.
— Si x ̸= 0 : le discriminant réduit vaut 4 − 4x2 ≥ 0 ; les racines ont pour produit 4, donc une seule est dans [−2; 2] :

y = 2 − 2
√

1 − x2

x
= 2x

1 +
√

1 − x2
(on a multiplié par la quantité conjuguée).

Les deux cas se regroupent : f−1(x) = 2x

1 +
√

1 − x2
pour tout x ∈ [−1; 1].

6. f est continue et strictement croissante sur I (racine cubique d’une fonction affine croissante). f(−2) = −1 et
lim

x→+∞
f(x) = +∞ : J = [−1; +∞[. Pour x ∈ J , y ∈ I : f(y) = x ⇐⇒ 3

√
y + 2 = x + 1 ⇐⇒ y + 2 = (x + 1)3 (car

x + 1 ≥ 0). f−1(x) = (x + 1)3 − 2.

7. f est continue sur [0; 1[ et f ′(x) = 2x(x2 − 1) − 2x(x2 + 2)
(x2 − 1)2 = −6x

(x2 − 1)2 < 0 sur ]0; 1[ : f est strictement décroissante.

f(0) = −2 et lim
x→1−

f(x) = −∞ (x2 +2 → 3, x2 −1 → 0−) : J =]−∞; −2]. Pour x ∈ J , y ∈ [0; 1[ : f(y) = x ⇐⇒ y2 +2 =

x(y2 − 1) ⇐⇒ y2 = x + 2
x − 1 ; ce quotient est positif (numérateur ≤ 0, dénominateur < 0) et y ≥ 0. f−1(x) =

√
x + 2
x − 1 .

8. f(x) = (x + 1)3 + 1 : f est continue et strictement croissante sur I. f(−1) = 1, lim
x→+∞

f(x) = +∞ : J = [1; +∞[. Pour

x ∈ J , y ≥ −1 : f(y) = x ⇐⇒ (y + 1)3 = x − 1 ⇐⇒ y + 1 = 3
√

x − 1 (car y + 1 ≥ 0 et x − 1 ≥ 0). f−1(x) = 3
√

x − 1 − 1.
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Exercice 18 — Racines n-ièmes — calculs ⋆⋆⋆⋆⋆

1. Comparer les nombres a =
(

6√25
)3

, b =
√

3√64 et c = 3
√√

7.
2. Simplifier le nombre

A =
3

4
3 × 6√3−2 ×

(
5√9

) 5
2

√
3 ×

(
4√3

)2 .

3. Ranger dans l’ordre croissant les nombres : 4√10 ; 3√6 ; 12√500 ; 6√30 ;
√

3.
4. Rendre rationnel le dénominateur de chacune des expressions suivantes :

a. 1
3√2 − 1

;

b. 1
3√9 − 3√4

;

c.
3√3 − 1
3√3 + 1

;

d. 1
1 + 3√2 + 3√4

.

▶ Afficher / Masquer la solution

1. a = 25 3
6 = 25 1

2 = 5 ; b = 6
√

64 = 2 ; c = 6
√

7. Comme 7 < 64, c < b ; et b < a. Donc c < b < a.

2. Au numérateur : 3 4
3 × 3− 2

6 ×
(

3 2
5

) 5
2 = 3 4

3 − 1
3 +1 = 32. Au dénominateur : 3 1

2 × 3 2
4 = 31. Donc A = 32−1 = 3.

3. On écrit tous les nombres avec l’indice 12 :

4
√

10 = 12
√

1000,
3
√

6 = 12
√

1296,
12
√

500,
6
√

30 = 12
√

900,
√

3 = 12
√

729.

La fonction 12
√ est strictement croissante : 12

√
500 <

√
3 < 6

√
30 < 4

√
10 < 3

√
6.

4. On utilise a3 − b3 = (a − b)(a2 + ab + b2) et a3 + b3 = (a + b)(a2 − ab + b2).

a. 1
3
√

2 − 1
=

3
√

4 + 3
√

2 + 1
2 − 1 = 3

√
4 + 3

√
2 + 1.

b. 1
3
√

9 − 3
√

4
=

3
√

81 + 3
√

36 + 3
√

16
9 − 4 = 3 3

√
3 + 3

√
36 + 2 3

√
2

5 .

c.
3
√

3 − 1
3
√

3 + 1
= ( 3

√
3 − 1)( 3

√
9 − 3

√
3 + 1)

3 + 1 = 2 + 2 3
√

3 − 2 3
√

9
4 = 1 + 3

√
3 − 3

√
9

2 .

d. ( 3
√

2 − 1)( 3
√

4 + 3
√

2 + 1) = 2 − 1 = 1, donc 1
1 + 3

√
2 + 3

√
4

= 3
√

2 − 1.
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Exercice 19 — Limites et racines n-ièmes ⋆⋆⋆⋆⋆

Calculer les limites suivantes.

1. lim
x→0

3
√

x + 27 − 3
x

2. lim
x→64

3
√

x − 4
x − 64

3. lim
x→0

4
√

x + 1 − 1
x

4. lim
x→3

3
√

x − 2 − 1√
x + 1 − 2

5. lim
x→+∞

( 3
√

x3 + 2x − 3x
)

6. lim
x→+∞

( 3
√

x3 + 3x2 − x
)

7. lim
x→+∞

4
√

2x2 + x + 5 8. lim
x→+∞

3
√

8x3 + x2 + 1
x

9. lim
x→2

√
x + 7 − 3

3
√

3x + 2 − 2
10. lim

x→+∞

(
3
√

x + 3 − 3
√

x
)

11. lim
x→1

3
√

x − 1
4
√

x + 15 − 2
12. lim

x→4

x −
√

x + 12√
2x + 1 − 3

13. lim
x→+∞

3
√

8x
3
√

x + 3
√

x2
14. lim

x→+∞

( 3
√

x3 + x2 − 3
√

x3 − x2
)

15. lim
x→+∞

4
√

x + 1 + 2
3
√

x + 1 − 1
16. lim

x→0

√
x + 1 − 3

√
x + 1

x

▶ Afficher / Masquer la solution

Rappels : A − B = A3 − B3

A2 + AB + B2 ; A − B = A4 − B4

A3 + A2B + AB2 + B3 .

1.
3
√

x + 27 − 3
x

= 1
3
√

(x + 27)2 + 3 3
√

x + 27 + 9
−−−→
x→0

1
27 .

2.
3
√

x − 4
x − 64 = 1

3
√

x2 + 4 3
√

x + 16
−−−−→
x→64

1
48 .

3. Avec X = 4
√

x + 1 : X − 1
x

= X − 1
X4 − 1 = 1

X3 + X2 + X + 1 −−−→
x→0

1
4 .

4. 3
√

x − 2 − 1 = x − 3
3
√

(x − 2)2 + 3
√

x − 2 + 1
et

√
x + 1 − 2 = x − 3√

x + 1 + 2
, donc

3
√

x − 2 − 1√
x + 1 − 2

=
√

x + 1 + 2
3
√

(x − 2)2 + 3
√

x − 2 + 1
−−−→
x→3

4
3 .

5. Pour x > 0 : 3
√

x3 + 2x − 3x = x
(

3
√

1 + 2
x2 − 3

)
; la parenthèse tend vers 1 − 3 = −2, donc la limite vaut −∞.

6. Avec A = 3
√

x3 + 3x2 : A − x = 3x2

A2 + Ax + x2 = 3(
A
x

)2 + A
x + 1

et A

x
= 3

√
1 + 3

x → 1 : la limite vaut 1.

7. lim
x→+∞

(2x2 + x + 5) = +∞, donc lim
x→+∞

4
√

2x2 + x + 5 = +∞.

8. Pour x > 0 :
3
√

8x3 + x2 + 1
x

= 3
√

8 + 1
x + 1

x3 −−−−−→
x→+∞

3
√

8 = 2.

9.
√

x + 7 − 3 = x − 2√
x + 7 + 3

et 3
√

3x + 2 − 2 = 3(x − 2)
3
√

(3x + 2)2 + 2 3
√

3x + 2 + 4
, d’où une limite égale à 4 + 4 + 4

3 × 6 = 2
3.

10. 3
√

x + 3 − 3
√

x = 3
3
√

(x + 3)2 + 3
√

x(x + 3) + 3
√

x2
: le dénominateur tend vers +∞, la limite vaut 0.

11. 3
√

x − 1 = x − 1
3
√

x2 + 3
√

x + 1
; avec X = 4

√
x + 15 : X − 2 = x − 1

X3 + 2X2 + 4X + 8. Le quotient vaut

X3 + 2X2 + 4X + 8
3
√

x2 + 3
√

x + 1
−−−→
x→1

8 + 8 + 8 + 8
3 = 32

3 .

12. x −
√

x + 12 = x2 − x − 12
x +

√
x + 12

= (x − 4)(x + 3)
x +

√
x + 12

et
√

2x + 1 − 3 = 2(x − 4)√
2x + 1 + 3

. Le quotient vaut

(x + 3)(
√

2x + 1 + 3)
2(x +

√
x + 12)

−−−→
x→4

7 × 6
2 × 8 = 21

8 .

13. Pour x > 0 :
3
√

8x
3
√

x + 3
√

x2
= 3

√
8x

x + 3
√

x2
= 3

√
8

1 + 1
3√x

−−−−−→
x→+∞

2.

14. Avec A = 3
√

x3 + x2 et B = 3
√

x3 − x2 (x > 1) : A − B = 2x2

A2 + AB + B2 = 2
a2 + ab + b2 où a = 3

√
1 + 1

x → 1 et

b = 3
√

1 − 1
x → 1. La limite vaut 2

3 .

15. Avec t = x + 1 → +∞ :
4
√

t + 2
3
√

t − 1
=

4
√

t
3
√

t
×

1 + 2
4√t

1 − 1
3√t

= 1
12
√

t
×

1 + 2
4√t

1 − 1
3√t

, car t
1
4

t
1
3

= t− 1
12 . La limite vaut 0.

16.
√

x + 1 − 3
√

x + 1
x

=
√

x + 1 − 1
x

−
3
√

x + 1 − 1
x

; le premier quotient tend vers 1
2 , le second vers 1

3 (même méthode

qu’en 3). La limite vaut 1
6 .
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Exercice 20 — Équations et inéquations ⋆⋆⋆⋆⋆

Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes.
1. (E1) : (x + 2)3 − 8 = 0.
2. (E2) : (x2 + 3)4 = 256.
3. (E3) : 3√x + 6 − 3√x − 1 = 1.
4. (E4) : ( 3

√
x)2 − 5 3

√
x + 6 = 0.

5. (E5) : x + 3
√

x = 10.
6. (E6) : 3√x2 − 2x = −1.
7. (I1) : x + 1 > 3√x2 + 7.
8. (I2) :

√
x + 6 ≤ x.

▶ Afficher / Masquer la solution

1. Si x + 2 ≤ 0, alors (x + 2)3 ≤ 0 < 8. Donc x + 2 > 0 et (x + 2)3 = 8 ⇐⇒ x + 2 = 3
√

8 = 2. S = {0}.
2. x2 + 3 > 0, donc (x2 + 3)4 = 256 ⇐⇒ x2 + 3 = 4

√
256 = 4 ⇐⇒ x2 = 1. S = {−1; 1}.

3. L’équation est définie pour x + 6 ≥ 0 et x − 1 ≥ 0, soit x ≥ 1. On pose a = 3
√

x + 6 et b = 3
√

x − 1, réels positifs,
avec a3 − b3 = 7. Si x est solution, alors a = b + 1 et (a − b)(a2 + ab + b2) = 7, d’où (b + 1)2 + b(b + 1) + b2 = 7, soit
3b2 + 3b − 6 = 0, c’est-à-dire (b − 1)(b + 2) = 0. Comme b ≥ 0 : b = 1, donc x = 2. Réciproquement, 3

√
8 − 3

√
1 = 2 − 1 = 1 :

2 est solution. S = {2}.
4. Domaine : x ≥ 0. On pose t = 3

√
x ≥ 0 : t2 − 5t + 6 = 0 ⇐⇒ t = 2 ou t = 3 (racines positives), donc x = 8 ou x = 27.

S = {8; 27}.
5. Domaine : x ≥ 0. La fonction φ : x 7→ x + 3

√
x est continue et strictement croissante sur [0; +∞[, donc l’équation

φ(x) = 10 a au plus une solution ; or φ(8) = 8 + 2 = 10. S = {8}.
6. Domaine : x2 − 2x ≥ 0, soit x ∈] − ∞; 0] ∪ [2; +∞[. Pour tout x du domaine, 3

√
x2 − 2x ≥ 0 > −1. S = ∅.

7. L’inéquation est définie sur R (x2 + 7 > 0).
— Si x ≤ −1 : x + 1 ≤ 0 ≤ 3

√
x2 + 7, l’inéquation n’est pas vérifiée.

— Si x > −1 : les deux membres sont positifs et la fonction cube est strictement croissante sur [0; +∞[, donc l’inéquation
équivaut à (x + 1)3 > x2 + 7, soit x3 + 2x2 + 3x − 6 > 0. Or x3 + 2x2 + 3x − 6 = (x − 1)(x2 + 3x + 6) et x2 + 3x + 6 > 0
(discriminant −15). Donc l’inéquation équivaut à x > 1.

S =]1; +∞[.
8. Domaine : x ≥ −6. Si −6 ≤ x < 0 :

√
x + 6 ≥ 0 > x, l’inéquation n’est pas vérifiée. Si x ≥ 0 : les deux membres sont

positifs, donc
√

x + 6 ≤ x ⇐⇒ x + 6 ≤ x2 ⇐⇒ (x − 3)(x + 2) ≥ 0 ⇐⇒ x ≥ 3 (car x + 2 > 0). S = [3; +∞[.
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