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Série d’exercices — Chapitre 02
Les ensembles
1" Bac Sciences Mathématiques - Lycée Qualifiant Ibn Hazm - Prof. El Koudri Hamza - 20262027

Consignes. Dans les exercices 7, 8 et 15 a 20, E' désigne un ensemble non vide et les complémentaires sont pris
dans E (notés A). On note AAB = (A\ B) U (B\ A). Difficulté : de % a % %%k ; les exercices 16 & 20 sont
de haut niveau.

Exercice 1 = — Eatension / compréhension * %k

1. Ecrire en extension les ensembles suivants :
A={zx€Z / |3z —2| <5};
B={zeQ/ (a*—3)(a| - 4) = 0};
C = {(z;y) € N? / 2? — y* = 15};
D={(r;y) eN? /4 <2?+y2 <9}

2. Ecrire en compréhension les ensembles suivants :
E ={1;3;9;27;81;...};

F = {...;1;1;1;2;4;...};
4’2
G = ensemble des entiers relatifs multiples de 7.

Exercice 2 — Egalité d’ensembles * %

Onpose A={dn+1/ne€Z} et B={4n'—7 / n' € Z}. Montrer que A = B.

Exercice 3 — Opérations 2.0 ¢

On considere £ = {1;2;3;...;30} et ses partiess A={zx € F / (Fke€ E)z =2k} et B={x € FE / (3k €
E) x = 5k}.

1. Ecrire E en compréhension, puis A et B en extension.

2. Déterminer en extension A, AUB, ANB et AUB.

3. Déterminer P(A N B).

Exercice 4 — Appartenance / inclusion ) & ¢

Soit E' = {a;b;c}. Parmi les propositions suivantes, déterminer celles qui sont vraies (justifier brievement) :
beE; bCE; {b}eE; {b}CE; {b}CPE); {b}eP(l); o€FE; o CE; €P(E); {0} CP(E);
EeP(E); ECE; {a;c} e P(E);«beFEetc¢ E»; (a;¢) € ExXE.

Exercice 5 — Opérations *

On considére 'ensemble E = {1;2;3;4;5;6;7;8;9;10;11; 12} et ses parties :

A ={2;3;5;6;8;11;12},

B ={1;3;4;6;7;8;10}

et C' = {2;3;10}.

Déterminer les ensembles suivants :

ANB; ANC; AUB; A\B; B\ A; P(C);CgA;CgB;Ce(ANB); (gAUCEB; Cs(AUB); (gANCEB;
BUC; AN(BUQC); (ANB)U (ANC). Que constate-t-on ?

Exercice 6 — Déduction **

Soient E = {p;q;r;s;t;u} et A, B deux parties de E telles que : AN B = {p;q}; A\ B = {r;s};
AU B = {p;q;r;s;t}. Déterminer A, B, B\ A, AAB et AAB.
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Exercice 7 — Classique — double implication 2. 8. 8¢

Soient A, B, C' et D des parties de E. Montrer les propriétés suivantes :
ACB < BCA
AUBCANB < A=B
ANB=F < (A=FEet B=EF)
ANB=AUC < CCACB
A\B=A < ANB=g
a. AUB=F < ACB; b.AnNB=@ < ACB
AUB=AuUC
ANB=AnNC
8.a. AUB=AUC < AUB=AUC; b.ANB=ANC < AUB=AUC
9. BN(AAB)=B\Aet AAB=AAB
10. AAC=BAC <= A= B (on pourra utiliser X AX =@, X A@ = X et le résultat admis ici : A est
associative, c’est-a-dire (X AY)AZ = X A (Y AZ); il sera démontré a l’exercice 8)
11. AAB=AUB < ANB=0
12. AAB=E < B=A4
BcCcA

SECO R

«— B=C

13. = B=A\C
C=A\B

g {MNBED v oyep
(B\C)c D

15. SiB# @,alors Ax BCCxB= AcC.
16. AxB=BxA < (A=BouA=gouB=09)

Exercice 8 — Classique — égalités Yk k

Soient A, B, C' et D des parties de E. Montrer les propriétés suivantes :
AUB=(A\B)UB
AAB=(AUuB)N(AUB)
(AnB)\C=(A\C)NB
(AUB)\C = (A\C)U(B\C)

A\ (BUC) = (A\ B)N(4\C)

A\ (BNC) = (A\ B)U(4\0)

A\ (B\C) = (A\ B)U(ANC)
(A\B)\C'= A\ (BUC) = (4\C)\ B
ANB=(AUB)A(AAB)
A\B=AA(ANB)

. AN(BAC)=(ANB)A(ANC)

. (AUC)A(BUC)=(AAB)NC

. (AAB)AC=AA(BACQC)
.Cx(AUB)=(CxA)U(C x B)

. (AxB)N(CxD)=(ANnC)x (BND)
. Cx(A\B)=(CxA)\(Cx B)

. E2\(AxB)=(Ax E)U(E x B)

2 PN

e ) g g
N OO W N~ O

Exercice 9 — Ensembles de réels * &k

2k K
On considére les ensembles A = {17;) o ?W / k€ Z} et B= {—17;) ot ?W /K € Z}.

T
1. Vérifi — € B.
erifier que 10 S

2. Le nombre 11 appartient-il & A7
3. Montrer que A C B et B ¢ A.
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Exercice 10 — Eatension / différence symétrique 1 S ® ¢
2 D 4 1
OnposeA:{mEN\{3}/ 3:+3 EZ} etB:{xEN\{2}/ 93+2 EN}.
T — T —
1. Ecrire A et B en extension.
2. Déterminer A A B.
3. On considere C' = {4;5;6}. Vérifier que (CUA)A(CUB)# CU(AAB,).
Exercice 11 — Paramétre % % %
Soit @« € R%. On pose E = [-3;3], F ={(z;y) e R? /2> + 4> <9}, G={z€R /|z -2 <a}et
5
H:{:L“ER/ |w+1|<2}.
1. a. Montrer que F' # @ et G # O.
b. Montrer que F C E?.
2. Déterminer, si elles existent, les valeurs de « telles que : a. G=H; b.GNH =a.
Exercice 12— Ensembles de réels ok K
g . m  km
1. Déterminer I’ensemble [—27; 37 N 3 t 5 /keZ;.
%95 m m  2kmw
2. On considere A = §+2k7r/k€Z et B = —g—i—T/kEZ . Montrer que A C B.
2k k
3. On consideére C' = {Z—l—; / keZ} etD—{—Z—i—; / kEZ}. Montrer que C N D = &.
Exercice 13 — Dawvisibilité ) & & ¢
422 + 22 +9 8
Déterminer en extension les ensembles A =<z € N / % € Z} et B = {a: e N\ {4}/ v 1€ N},
T — T —
puis déterminer AN B, AUB et A\ B.
Exercice 14 — Partie de R? % % %
On considere I'ensemble F' = {(z;y) € R? / 22 <2y et y? < 2z2}.
1. Montrer que F # &.
2. Montrer que F' C [0;2] x [0;2].
Exercice 15 — Ensemble des parties 0. 0.0.¢
Soient E et I’ deux ensembles. Montrer que :
1. ECF <= P(E)CP(F).
2. P(E)UP(F)CP(EUF), et que cette inclusion peut étre stricte.
Exercice 16 — Partie de R? ' 0 & & ¢
Soit E = {(z;y) € R? / 2? — xy — 2y* = 4}.
1. Vérifier que : (V(z;y) € R?) 22 —xy — 2% = (v — 2y)(z + y).
2. Déterminer en extension 'ensemble F' = E N Z2.
3. Montrer que E Lol N el / t R
. ntrer qu = ; ——— .
4 3t ' 3t
Exercice 17 — Inclusions % % %
Soient A, X,Y € P(E) tels que X UA =Y N A. Montrer que X C ACY.
Exercice 18 — Equations dans P(E) 2.0 8.0 ¢
Soient A, B € P(E). Résoudre dans P(E) les équations suivantes :
1. XUA=B
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2. XNA=B

Exercice 19 — Equations dans P(E) 2.0, 0.8.¢

Soient A, B € P(FE) tels que A C B. Pour tout X € P(F), montrer que :

1. AUX=B < B\ACXCB
2. B\X=A <<= B\AcCcXcCA4

Exercice 20 — Probleme de syntheése 2. 8.2.8.8¢
Soient A, B,C € P(E).
1. Montrer que, pour tout X € P(E) :
a. X =(X\A)U(XNA); b X=(XUAN\A\X).
2. Résoudre dans P(F) 'équation X N A = X U A (discuter selon A).

, . [xna=8B
3. On suppose que B C A et ANC = @. Résoudre dans P(FE) le systéme X\A=C

4. Sachant que A C B, résoudre dans P(E) I'équation X \ A = B\ A.
5. On suppose que B C A C C.

, . AuX =C

a. Résoudre dans P(E) le systeme
ANX =08
, . fa\x-8

b. Résoudre dans P(E) le systeme
XUA=C
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