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1ére

Consignes. Sauf mention contraire, a, b, ¢, x,y, z désignent des réels et n, m des entiers naturels ; ’ensemble de
chaque variable est précisé dans I’énoncé. La négation de P est notée P. Difficulté : de % (application directe)
a Y% %k %% (niveau olympiade). Les exercices 1 & 17 suivent l'ordre du cours; les exercices 18 a 30 sont des
exercices de syntheése de haut niveau.

Exercice 1  — Quantificateurs *

Ecrire les propositions suivantes a ’aide des quantificateurs et des connecteurs logiques :

— P : « Pour tout entier naturel n, il existe un entier naturel m tel que m —n =4. »
— @ : « Il existe un réel m tel que, pour tout réel z, on ait x > m. »

— R : « Il existe un entier relatif dont le carré vaut 3. »

— 8 : « L’équation z? = 3 n’admet aucune solution rationnelle. »

— T : « Entre deux réels distincts, il existe toujours un nombre décimal. »

Exercice 2 — Négation * %

Pour chacune des propositions suivantes, écrire sa négation puis préciser si la proposition initiale est vraie ou
fausse (justifier) :

P:VeR)/(z-12=2-1; P:(VzeR;)z?-2x-3<0; P:(AzecR)(WweR)y>z+1;
Py:(VxeR)FyeR)y>ax+1; P5:(VzeR*)(VyeR*) 22 +y? #2; Ps:(Jy € R)(Vz € R) y # cos(x).

Exercice 3  — Négation d’un énoncé *

Ecrire en francais la négation de chacune des propositions suivantes :
— P : « Tous les éleves de la classe ont rendu leur devoir. »

— @ : « Certains nombres réels sont négatifs. »

— R : « Tout entier naturel divisible par 4 est divisible par 8. »

Exercice 4 Négation * %

Déterminer la négation de chacune des propositions suivantes :
— P:(VxeR) (x=1 ou z>20);

— Q:(IzeR) (22<30 et z€N);

— R:(WeR)(FzeR) [z>y+2 & (z—y)?>22+y%;
— S:«a<b=a>cn» oua,bceR.

Exercice 5 — Lois logiques 2.0,

Soient P, () et R trois propositions. Dresser le tableau de vérité de chacune des propositions suivantes, puis
montrer que ce sont des lois logiques :

Pet0 < (Poul)
PouQ <« (PetQ)
P=Q < (PetQ)
(P += Q) <= (P =
P —= Q < (P <
(P=Q)etQ] =P
[(P= Q) et (P= R)] <= [P = (Q et R)]

Q)
Q)

oY £ &N > 89 =
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Exercice 6 — Négation 2.0
Soient a, b et ¢ des réels. Donner la négation de chacune des propositions suivantes :

— Ri:a<b=a>c;

— Ry:a=b=c;

— R3:a<b<c;

— Ry:(Y(z;y) €R?) 0< 2~y <3= |z —y[<3;

— Rs:(VzeR*)(VyeR*) z4+y=2 < y<1,;

— Rs: (VzeR) 2>1 ou z<1;

a b

— Ry : (V(a;b) € R? 0;0)})(dx € R) cos(x) = ——— et sin(xr) = ———.

Exercice 7 — Rais. par contre-exemple Yk
Déterminer la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes, en justifiant :

1. Tout nombre premier impair s’écrit sous la forme 4k + 1, avec k € N.

2. Tout entier naturel dont I’écriture décimale se termine par 7 est premier.

3. Pour tout n € N, I'entier n? — n + 17 est premier.

4. (V(x;y) €R?) 22 -3y =5

5. (V(a3y) € B2) |2 —y| = [a] — |y]

6. (V(z;y) € R?) cos(x —y) = cos(z) — cos(y)

7. (V(z;y) € R?) sin(x — y) = sin(z) — sin(y)

8. (Vzr €R)(Jy € R) 2?2+ 2zxy +2y> =0

Exercice 8 — Rais. direct ok

Démontrer les implications suivantes par un raisonnement direct :

1. Vz€R) |z|<1= |22 -3/ <5
2. VzeR) 2>0=1z2+—->4
7
3. Vz€R) 2>2=22-2-2>0
4. (V(x;y) ER?) zy+2=22+y= (=1 ou y=2)
5. (V(a;b) €R?) (a€Q et beQ)=abeQ
6. (Va € R*)(V(b;c) € R?) ac < 0 = 'équation az? + bz + ¢ = 0 admet deux solutions réelles distinctes.
Exercice 9 — Rais. par contraposée Yk ok
Démontrer les implications suivantes par contraposée :
L (Ww;y) €RY) 24y = @+2)(y—2) £ (@ - (y+2)
2. (Vz e Ry) m;éO:>\/1—|—23:7é1+3:
1
3. (V(z;y) € R? = —
(V(z;y) €eRY) z#y m+1#y+1
. 2 Y
4. (V(z;9) €R?) (z#y et 2y #1) = x2+1#y2+1
5. (Vz€R) 22 -32+2<0= 1z <2
6. (Vn € N) n3 est impair = n est impair
7. (V(x;9) €ER?) (x#y et z+y#—4) = x> +4x #y? + 4y
8. (V(m;y;2) €R3) 24+2y<3z2= (<2 ou y<2)
Exercice 10 — Rais. par équivalences 2.8 0.
1. Montrer que, pour tout z € Ry : vz + VI <= z=4.
2. Montrer que, pour tout z € [2;4o0] : < [
3. Montrer que, pour tous z,y € R : |z — y[ = |z| + ]y| — zy <0.
4. Montrer que, pour tout = € [-3;3] : V9 — 22 <z + 3V2.

Série — Ch. 01 : Notions de logique



Lycée Qualifiant Ibn Hazm Prof. El Koudri Hamza 20262027

Exercice 11 — Rais. par disjonction des cas b O o ¢

1. Résoudre dans R I'équation : —a2 + |z — 2| +4 = 0.

2. Montrer que, pour tout x € R : Va2 +4+z > 0.

3. Montrer que, pour tout n € N, entier n(5n + 3) est pair.

4. Résoudre dans R l'inéquation : Va2 —3z+2 >z + 1.

5. Soit m € R*. Résoudre dans R I'équation : maz? —2(m — 1)x +m — 3 = 0.

6. Soit n € N. Montrer que n(n? + 2) est divisible par 3.

Exercice 12  — Rais. par [’absurde 2. 8. 0. ¢

1. Soit a > 0 et soit ABC' un triangle tel que AB = 5a, BC' = 6a et CA = 8a. Montrer que ABC n’est pas
rectangle.

2. Soient a,b € R tels que ab = 4. Montrer que a <2 ou b < 2.

3. Soient a,b € Q tels que 2a + 3bv/2 = 0. Montrer que a =0 et b = 0.

1
4. Montrer que, pour tout n € N, \/ni ¢ Q. On admet que : si PGCD(p; q) = 1, alors PGCD(p?;¢?) = 1;
n

sip|qr et PGCD(p;q) =1, alorsp | r; et PGCD(n+ 1;n+2) =1.

Exercice 13  — Rais. par récurrence Yk k

Démontrer par récurrence les propriétés suivantes :

" o2n—1)(2n+1
1 (vneN) Y (2k—1)% = n(2n—1)@n+1)
3
k=1
& 5P —1
2. (Vn €N) Zs’“:T
k=0
n
3. (YneN*) > (2k—1)° =n’(2n* - 1)
k=1
4. (VneN) > (4k+1)=(n+1)(2n+1)
k=0
5. (\neN) 3" >2n
6. (Yn €N") 4" >3n +1
1 n . , . g
7. ( Donner aussi une démonstration sans récurrence.

Vn € N* = )
SR kzl(zk,-—n(zkﬂ) on + 1
n 1)k:g (_1)11

8. (Vn € N) (—5 s

k=0
0. (meN) 3 k(k+2) = MOF 1)6(2n +7)
k=1
10. (Vn € N) (%)n > 1 +g

11. Pour tout n € N, 'entier 7" — 1 est divisible par 6.

Exercice 14  — Absurde / contraposée Yk k

1. Montrer que le polyndéme P(z) = 23 + 22 + x + 3 n’admet aucune racine dans Z.
2

2. Montrer que, pour tout x € R* : 4+ 22 # 2 + %

3 1 1
3. Smentmy,zeRtelsquem+y+z>f Montrerquem>fouy>fouz>f.

2
4. Soient x,y € R* . Montrer que : \[ \/> #*2 = \/7 \/> £ 2/2.
5. Sachant que v/15 ¢ Q, montrer que v/3 + /5 ¢ Q.
Exercice 15 — Raisonnements variés . 6 &.¢

4
1. Montrer que la proposition (Vx € R*) x + — > 4 est fausse.
75

2. Soient a et b deux réels positifs ou nuls.
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a b
Va2 +4 < V2 +4
b. Montrer que ava? +4 =bVb2 +4 <= a=b.
3. Montrer que, pour tous z,y € R : |22+ 32y +2y?| <4= (Jz+y| <2 ou |z +2y| <2).
4. a. Montrer que tout entier naturel n non divisible par 3 s’écrit n =3k + 1 ou n = 3k + 2, avec k € N.

< a<b.

a. Montrer que

b. En déduire que, si I'entier n> — 1 n’est pas divisible par 3, alors n est divisible par 3.

5. Montrer que, pour tout n € N*: /n? +4n ¢ Net ,/ 14 ¢ Q. On admet que si % est irréductible, alors
n
2

o) est trréductible.

Exercice 16 — Raisonnements variés 2. 0.0.0.1

1. Montrer que, pour tout n € N, Uentier 3272 4 26"+1 est divisible par 11.
2. a. Montrer que, pour tout n € N: 5| n? = 5| n.
b. En déduire que v/5 ¢ Q.
3. Soient a,b € R tels que a? + b* = 2. Montrer que |a + b| < 2.
4. Soient a et b des réels.
a. Montrer que a® + b2+ 1> ab+a+b.
b. Montrer que a® +2a = b3 4+ 2b <= a = b.

5. Soient a et b deux réels tels que (Ve € R% ) a < b+ e. Montrer par 'absurde que a < b.

Exercice 17  — Loi logique sans tableau Yk k

Sans utiliser de tableau de vérité, montrer que la proposition [(P ou Q) = R] < [(P = R) et (Q = R)]
est une loi logique.

Exercice 18 — Récurrence (synthése) 2.8.8.8.¢

Démontrer les propriétés suivantes pour tout n € N* :

" 1 2 3
LY k(b + 1)kt 2) = Mt Do T2 +3)
k=1 4
2. 25713 L 17 x 7" est divisible par 25.
3. 2 x 32" 4 2674 et divisible par 11.
4, 337+l 4 93n+4 ot divisible par 19.
" 1 4
. 1+ —=)<4-
o kl—[l( + kzz) - n+1
n
1
6. 2vn+1-2<) —<2y/n—-1
i VE
- i 1 _ n(n + 3)
Zk(k+1)(k+2)  4n+1)(n+2)
& —1)"n(n+1)
8. Y~z = EWInln L)
k;( ) 5
L —Dn(n+1)(3n+2)
9. EPVEI G
> (k—1)k o
k=1
Exercice 19 — Récurrence * &k

1. Montrer par récurrence que : (Vn € N*)(3(an;bn) € N2) (1 +/3)" = ay, + b, V/3.
2. Exprimer a,41 et b,41 en fonction de a, et de b,.
3. Calculer (1 + +/3)5.

Série — Ch. 01 : Notions de logique 4



Lycée Qualifiant Ibn Hazm Prof. El Koudri Hamza 20262027

Exercice 20 — Inégalité d’olympiade 2. 0. 8.0 ¢
1. Soient a,b € R. Montrer que, pour tout n € N* : a” —b" = (a—b) (a1 +a"2b+ -+ +ab" 2 +b""1) =
n
(a—0b) Z ankph-L,

k=1
2. Soient z,y € R* . Montrer que, pour tout n € N : a™+2 4 ¢y +2 > gny? 4 g2yn,

Exercice 21  — Récurrence / inégalités 2. 8.8.8 ¢

Soient x,y € RY.
1. Montrer que, pour tout n € N* : 27=1(z" 4 ¢") > (z + y)™.
2. On suppose que = +y = 2.
a. Montrer que zy < 1 et que, pour tout n € N*, ™ + y" > 2.

1 1
b. En déduire que, pour tout n € N* : (1 + x—n) (1 + y—n) > 4.

Exercice 22  — Rais. par [’absurde 2. 0.0.0.9

. , . . n+
1. Montrer que, pour tout n € N*| entier n(n + 2) n’est pas le carré d’un entier, puis que T ¢ Q (on

pourra utiliser ’admis de 'exercice 15).

2. En déduire que, si a,b € N vérifient a > 2b > 0, alors (127452 ¢ N.
a2 —

Exercice 28 — Rais. par l’absurde 2. 0.0.0 1

3
1. Montrer que, pour tout n € N, nts ¢ N.

+bxf

2. Soient a et b deux rationnels tels que a # 2b. Montrer que \[ ¢ Q.

3. Montrer que, pour tout n € N, vn? +3n+ 3 ¢ N.

4. Soit a € N. Montrer que \/a2 + \/9(12 +v36a% +12a + 2 ¢ N.

Exercice 24  — Double implication 2. 0. 0. ¢
Soient a, b et c des réels.

1. Montrer que : |a+b|+ |a —b| <2c = (la|] <c et |b] <c).

2. Montrer que : (Ja| <c¢ et |b] <¢) = |a+b|+ |a—b] < 2c.

Exercice 25 — Synthése . 8.0.0.8.¢

Soient a, b, c € R tels que, pour tout x € [—2;2], |az? + bz +c| < 1.

1. Montrer que |c| <1, [4da+2b+c¢| <1let |[da—2b+c| < 1.

2. En déduire que [4a +c| <1et |a| < %

3. a. Montrer que : 2(16a2 4 4b% + c?) < (4a + 2b + ¢)? + (4a — 2b + ¢)? + 16]ac|.
b. En déduire que 16a® + 4b% 4 ¢2 < 5.

Exercice 26  — Contraposée / absurde % % kk

Soient a, b et ¢ des entiers relatifs, tous différents de 2. Montrer que :

2 b) <ab+3
{(a+ ) S abt = 2(c+a) <ca+3.

2(b+c) <bc+3

Exercice 27 — Raisonnement au choiz * %k k

Soient a, b, ¢ € N* tels que a’b < ¢. Montrer que a + b < c.
q

Série — Ch. 01 : Notions de logique 5



Lycée Qualifiant Ibn Hazm Prof. El Koudri Hamza 20262027

Exercice 28  — Inégalités 2. 0. 8.0 ¢

4
Soient a, b et ¢ les longueurs des c6tés d’un triangle, avec a 4+ b 4 ¢ = 2. Montrer que 3 <a?+v2+ct <

Exercice 29 — Equivalence en géométrie 2. 0.8

Soit EF'G un triangle isocele en F. Soient M un point du segment [F'E] et N un point du segment [EG] tels
que (MN) || (FG). Soit P un point du segment [F'G|. Montrer que (NP) | (EF) <= EM = FP.

Exercice 30 — Inégalité d’olympiade 2.2.8.8.8.¢

n n n
Soient n € N* et x1,xz2,...,2, € Ry. On admet I'inégalité : (Z:Ul) >n" H ;.
i=1 i=1
1. En déduire que, pour tous z,vy,z,t € Ry : (x 4y + 2+ t)* > 256 zyzt.
n

2. En déduire que, pour tout n € N* : H (2k—1) <n™
k=1
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