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Devoir surveillé n°1 — Durée : 2 heures
Notions de logique — Les ensembles
Exercice 1 — Logique — 10 points

z? + 9y?

On consideére les propositions P : (Vz € R)(Vy € R) 3zy < et Q: (Jr€R) 22— 5x—14=0.

1) a) Ecrire la négation de P, puis montrer que @ est vraie. [1 pt]

b) Montrer que P est vraie en raisonnant par équivalences. [1 pt]

c¢) En déduire que : (Vz,y,z € RY) : (22 + 9y?)(y* + 922)(2% 4+ 922) > 216 (zyz)?. [0,5 pt]
2) Soit n € N.

a) Montrer que n(n + 5) est un nombre pair. [1 pt]

b) Montrer par contraposée que : si 8 ne divise pas n? + 7, alors n est pair. [1,5 pt]

3) Résoudre dans R 'équation : /3x —2 =

\;;. [1,5 pt]

n
4) Montrer par récurrence que : (Vn € N) Z(Gk: +2)=(n+1)3n+2). [1,5 pt]
k=0

5) Soient A et B deux parties d’un ensemble E. Ecrire & Paide des quantificateurs la proposition R : « A ¢ B

». [0,5 pt]
6) Soit n € N*.

a) Montrer que vVn? +n ¢ N. [0,5 pt]

b) En déduire que ,/% ¢ Q (on admet que si PGCD(a;b) = 1, avec a € N et b € N*, alors

n

PGCD(a?;b%) = 1). [1 pt]

Exercice 2 = — Ensembles — 4 points

1) Soient A et B deux parties d'un ensemble E.
a) Montrer que B=(AUB)\ (A\ B) et que B\ A= B\ (AN B). [1 pt]
b) On suppose que AUB ={0;1;2;...;12}, AN B ={3;6;9;12} et A\ B = {1;2;4;5}. Déterminer en
extension B, B\ A et AAB. [1,5 pt]

17 k k

2) OnposeC:{Tr+7T/k:EZ} etD:{—W—TF/k:EZ}.MontrerqueC:D. (1,5 pt]
12 4 12 4

Exercice 3 Ensembles 6 points

1) Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E.
a) Montrer que: A C B < AUB=F. [0,5 pt]
b) Montrer que (AAB)U(ANB) =AU B. [1 pt]
AUBCAUC

c¢) Montrer que : — B CC.[1,5 pt
) AnNBC AnC (15 pt]

2) Onpose A={2k+4/keZ}et B={2k—1/ ke Z}. Montrer que Z C AU B, puis en déduire que
AUB=7Z. 1 pt]
3) On considére A = {(z;y) € R? /22 +y=3}et B={(1-t1+2t) /t€R}.
a) Montrer par double inclusion que A = B. [1 pt]
b) On pose D = {(z;y) € R? / 4x + 2y = 5}. Montrer par I'absurde que AN D = @, puis en déduire, en
utilisant 3)a), que B C D (complémentaire de D dans R?). [1 pt]

Bonus.

4) Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E. Montrer que : AAB=AAC = B =C. [+0,5 pt]
5) Montrer par I'absurde que /6 ¢ Q, puis en déduire que v/2 + /3 ¢ Q. [+0,5 pt]




