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Remarque — barème

Exercice 1 : 9 pts ; Exercice 2 : 5 pts ; Exercice 3 : 6 pts ; total 20 pts, plus 2 bonus de 0,5 pt (note plafonnée à
20). Les points de chaque question sont indiqués entre crochets, avec leur répartition. Tous les résultats ont
été contrôlés avec Python/sympy (build/verif_lot4.py).

Exercice 1 (9 points)

1. [0,5 pt] u1 = 4 − 3
4 = 13

4 [0,25] ; u2 = 4 − 12
13 = 40

13 [0,25].
2. [1 pt] Initialisation : 3 ≤ u0 = 4 ≤ 4 [0,25]. Hérédité : si 3 ≤ un ≤ 4, alors un > 0 et 3

4 ≤ 3
un

≤ 1, d’où
3 ≤ 4 − 3

un
≤ 13

4 ≤ 4 [0,5]. Conclusion : (∀n ∈ N) 3 ≤ un ≤ 4 [0,25].

3.a. [1 pt] un+1 − un = 4un − 3 − u2
n

un
[0,5] = −(u2

n − 4un + 3)
un

= (un − 1)(3 − un)
un

[0,5].

3.b. [0,5 pt] un − 1 > 0, 3 − un ≤ 0, un > 0 : un+1 − un ≤ 0, la suite est décroissante.

4.a. [1 pt] un+1 −3 = 1− 3
un

= un − 3
un

≥ 0 [0,5]. Comme un ≥ 3, 1
un

≤ 1
3 et un −3 ≥ 0, donc un − 3

un
≤ 1

3(un −3)
[0,5].

4.b. [0,5 pt] Récurrence : 0 ≤ u0 − 3 = 1 =
(

1
3

)0
; si 0 ≤ un − 3 ≤

(
1
3

)n
, alors 0 ≤ un+1 − 3 ≤ 1

3

(
1
3

)n
=

(
1
3

)n+1
.

5.a. [1 pt] v0 = 4−3
4−1 = 1

3 [0,25]. un+1 − 1 = 3(un − 1)
un

et un+1 − 3 = un − 3
un

, donc vn+1 = un − 3
3(un − 1) = 1

3vn

[0,75].

5.b. [1,5 pt] vn = 1
3

(
1
3

)n
=

(
1
3

)n+1
[0,5]. De vn(un − 1) = un − 3 : un(1 − vn) = 3 − vn, avec vn ̸= 1 [0,5], donc

un = 3 − vn

1 − vn
= 3n+2 − 1

3n+1 − 1 [0,5]. (Contrôle : u1 = 26
8 = 13

4 .)

5.c. [2 pt] Sn = 1
3 ×1 − (1/3)n

1 − 1/3 = 1
2

(
1 − 1

3n

)
[0,75]. Puis vk = (uk − 1) − 2

uk − 1 = 1− 2
uk − 1, donc 1

uk − 1 = 1 − vk

2
[0,75], et

Tn = 1
2

n−1∑
k=0

(1 − vk) = n − Sn

2 = n

2 − 1
4

(
1 − 1

3n

)
[0,5].

Exercice 2 (5 points)

1. [1 pt] wn+1 = un + 2vn

3 − un + vn

2 = 2un + 4vn − 3un − 3vn

6 = 1
6(vn − un) = 1

6wn [0,5] ; w1 = 10, donc

wn = 10
(

1
6

)n−1
[0,5].

2. [0,5 pt] vn − un = wn > 0.

3. [1 pt] un+1 − un = vn − un

2 = wn

2 > 0 [0,5] ; vn+1 − vn = un − vn

3 = −wn

3 < 0 [0,5].

4. [1 pt] tn+1 = (un + vn) + (un + 2vn) = 2un + 3vn = tn [0,5] ; donc tn = t1 = 2 + 33 = 35 [0,5].

5. [1,5 pt] De 2un + 3vn = 35 et vn = un + wn : 5un + 3wn = 35 [0,5], d’où un = 7 − 3
5wn = 7 − 6

(
1
6

)n−1
[0,5]

et vn = un + wn = 7 + 4
(

1
6

)n−1
[0,5].

Exercice 3 (6 points)
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1.a. [0,5 pt] Sur
]
−π

2 ; 0
[
, sin < 0 et cos > 0 : sin a = −

√
1 − 144

169 = − 5
13 [0,25] et cos b =

√
1 − 9

25 = 4
5 [0,25].

1.b. [2 pt] (0,5 par résultat) cos(a + b) = 12
13 · 4

5 −
(
− 5

13

) (
−3

5

)
= 48−15

65 = 33
65 ; sin(a − b) =

(
− 5

13

)
4
5 − 12

13

(
−3

5

)
=

−20+36
65 = 16

65 ; sin 2a = 2
(
− 5

13

)
12
13 = −120

169 ; cos 2b = 1 − 2 · 9
25 = 7

25 .
2. [1 pt] sin x + sin 5x = 2 sin 3x cos 2x [0,5] ; cos x − cos 5x = −2 sin 3x sin(−2x) = 2 sin 3x sin 2x [0,5].
3. [1 pt] cos π

12 cos 5π
12 = 1

2
(
cos π

2 + cos π
3

)
[0,5] = 1

2

(
0 + 1

2

)
= 1

4 [0,5].

4. [1,5 pt] Pour k ∈ N∗, y
2k ∈

]
0; π

2
[
, donc sin y

2k > 0 ; et sin y
2k−1 = sin

(
2 · y

2k

)
= 2 sin y

2k cos y
2k , d’où l’égalité

[0,5]. Le produit est alors télescopique :

Pn =
n∏

k=1

sin y
2k−1

2 sin y
2k

= 1
2n

× sin y

sin y
2

×
sin y

2
sin y

4
× · · · ×

sin y
2n−1

sin y
2n

= sin y

2n sin y
2n

[1].

(On peut aussi raisonner par récurrence : Pn+1 = Pn cos y
2n+1 .)

Bonus

Bonus 1. [+0,5] D’après 4.b : pour tout k, 0 ≤ uk − 3 ≤
(

1
3

)k
. En sommant pour k de 0 à n − 1 : 0 ≤∑n−1

k=0 uk − 3n ≤
∑n−1

k=0

(
1
3

)k
= 3

2

(
1 − 1

3n

)
< 3

2 . D’où 3n ≤
∑n−1

k=0 uk < 3n + 3
2 .

Bonus 2. [+0,5] cos x + cos 3x = 2 cos 2x cos x. Sur [0; π] : cos x > 0 ⇐⇒ x ∈
[
0; π

2
[

et cos 2x > 0 ⇐⇒
x ∈

[
0; π

4
[

∪
]

3π
4 ; π

]
. Le produit est strictement positif lorsque les deux facteurs sont de même signe, non nuls :

S =
[
0; π

4
[

∪
]

π
2 ; 3π

4

[
.
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