Lycée Qualifiant Tbn Hazm Prof. El Koudri Hamza 2026-2027

Corrigé du devoir maison n°4
Suites numériques — Trigonométrie
1" Bac Sciences Mathématiques - Lycée Qualifiant Ibn Hazm - Prof. El Koudri Hamza - 20262027

Remarque — méthodes utilisées

— Suites : récurrence ; signe de u,4+1 —uy, factorisé ; suite auxiliaire géométrique ; inégalité |uy+1 —¥| < k|un, —¢|
itérée par récurrence ; sommes géométriques.

— Trigonométrie : duplication, addition, formules en ¢ = tan §, transformations somme-produit dans un
triangle, a cos z + bsinz = r cos(z — «), cercle trigonométrique.

— Tous les résultats ont été contrdlés avec Python/sympy (build/verif_lot4.py).

Exercice 1

Suy, + 4
Uy, + 2

1.0 <ug =0 < 4. Soit n € N tel que 0 < up, < 4. Alors up, +2 > 0, upy1 =

5 4 —4u, — 8 —4
Un + Un _ Un < 0. Par récurrence : (Vn € N) 0 < u,, < 4.

>Oetun+1—4:

Up + 2 U, 42
5 4—u2 -2 —(u? — 3u, — 4 4 — 1
2. Upi1 — Uy = Un + - -ELTQL Un _ (U"un _:L; ) = ( ZZ)—(FUS +1) > 0 : (uy) est strictement croissante.
6 6 —4 2
3.a.upp1+1= 5::_2 , donc vy = Zz ) X GSZ;—:_ 0 = gvn. (vp,) est géométrique de raison % et de premier

terme vg = —4.

1\" 44+ 4 x6™—14
3.b.vn:—4<6> .Devn(un+1):un—4:un(1—vn):4+vnet1—vn>0,doncun:1_1}:: o1

(Contrdle : ug = 0, uy = 2.)

|un — 4

1
4. a. D’apres 1 : |up41 — 4| = et u, +2 > 2, donc |upy1 — 4| < §|un — 4.

Uy, +

+1
4. b.Pourn=0:|up—4| =4 <4.Si |u,—4| <4 (%)n, alors |up41—4| < % x 4 (%)n =4 ( )n . Par récurrence,

I’inégalité est vraie pour tout n € N.

1—(1/6)"+1 24 1\ _ (ur, + 1) — (ug — 4) 5
5.8, = 4x ——"——=——|(1-(~ . Ensuite 1 — v, = — d’ot
n X 1 1/6 5 (6> nsuite Vk w1 e 1’ ou

N[

Tnzzn:(l—vk):(n—l—l)—Sn:n—l—l—f—2;1<1_(é)m—l>.

k=0

Exercice 2

1'u3:10_4:6’u4:30—8:22,’l)1:%:2.

5 —4 4

2.Un+1:un+2: Un+1 un:5_4 Unp, —5_ =

Un+1 Un+1 Un+1 Un,

4(v, — 1 vp, — 4
3.1<v1:2<4.Sil<vn<4,alorsvn>0,vn+1—1zy>0etvn+1—4: n < 0. Par
Un Un
récurrence : (Vn € N*) 1 < v, < 4.
5v, — 4 — v2 —1)(4—
4. Vg1 — Uy = Un Un _ (vn = 1)(4 = vn) > 0 : la suite (v, )n>1 est (strictement) croissante.
Un, Un, o
v —4 v, —4)/v 1

5. a. v, # 1 donc ¢, est défini, et t,, 11 = ntl = (v )/Un = —t

Vi1 — 1 Aoy — 1) /v, 4"

4—t, 442x4l-n lioliant
= = ; en multiplian
1—t, 1+2x4l-n

-1
5.b.t; = 2=% = —2 donc t, = —2 (i)n .Detp(v,—1)=v, —4: v,

2—1
4" 4 2
gn—1 . = —
par Up, prE
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- 442 4ty 442
6. up = % = 1. Soit n € N* tel que u, = 4 ;*2; alors un+1 = vpun, = 4n71++2 X 3+ = ;_ .

Conclusion par récurrence. (Contrdle : uy = % =22.)

Exercice 3

2 _1+§_2+‘/§ ™ 7”2+\/§.Or

s I
15 = 5 = 1 .Commecosﬁ>0 cole— 5

f+f

1. a. cosg = 2 cos? 15 — 1, donc cos

(f+f> _ 844v3 _ 24V3 4 V61V2
4 16 2 1

>0 : cos 12

1. b. Méthode 1 : sin? 75 = 128 — 2=V3 _ (\/5;@) et sin & > 0. Méthode 2 : sin

12 2
§ . @ — 5 ‘f . Dans les deux cas : sin 75 12 \/62

H=sin(f-7) =

1S

1. c. Méthode 1 : tan &{_% = (\f;\[) = 871\/5 =2 — /3. Méthode 2 : tan (% — %) 1{\/1 = (\/551)2 =
2 -3

2-V3+1 _3-v3 _ VB(V3-1)

Puis méthode 1 : tan (% + T) = = = = 3: méthode 2 : & + T =T et
(12 4) 1_(2_\/3) \/g_l \/g_l ’ 12 4 3
tan% =+/3.
2. cos 3z = cos 2z cos ¥ —sin 2xsinx = (2cos? x—1) cosx—2sin?zcosz = (2cos?z—1) cosz—2(1—cos? x) cosx =
4cos®z — 3cos .
sin 3z = sin 2z cosx + cos 2z sinz = 2sinx(1 — sin? ) + (1 — 2sin? z)sinz = —4sin®z 4 3sinz.
tan 2z 4 tanx
Lorsque tanz, tan 2z et tan 3z sont définis et 1 — 3tan?2 # 0 : tan 3z = + avec tan2x = 1Et2
, , 1 —tan2z tanx t
2641 -t 3t—1t
t = tan ) ; en multipliant par 1 — ¢ : tan 3z = = .
( ) pramt P 1—2—22 1-3
L # 2+ km, donc cosZ # 0et 1+1t* = COS”. Alors cosz = cos®Z —sin? 2 = cos2 Z(1 -t = 13; et
sinz = 2sin § cos § = 2tcos22% = 1_2:;52 (donc 2 # 1) : tanz = S0 — 20, Gj sinz # 0 (donc
L1 _ () —(1-t?)
t£0): i = g
4. a. sin 2z + sin 2y = 2sin(x + y) cos(z — y) = 2sinzcos(z — y) et sin2z = 2sinzcosz = —2sin z cos(z + y).
Donc la somme vaut 2sin z( cos(z — y) — cos(z + y)) = 4sinx sinysin z.
4.b. 2 =2 — T cosz +cosy = 2cos T cos LY = 2sin £ cos LY et cosz = 1 — 2sin? £ = 1 — 2sin £ cos T,

La somme vaut 1 + 2sin 5 (cos =¥ — cos x+y> =1+ 4sin §sin ¥ sin 3.
=1—cos(z +y)cos(x —y) =1+ coszcos(x —y) et sin? 2z = 1 — cos? z =
1 + cos z cos(x + y). La somme vaut 2 + cos z( cos(z — y) + cos(z + y)) = 2+ 2 cos z cos y cos 2.

5. a.

4. c.sin?x +sin?y = 1 — cs2ricosy

— 2cosz —V3=0 < coszx =cosE < x=+% +2km. Dans ] —m7|: {-5; %}

66
2sinz+1=0 <= sinz =sin(-%) < x——7+2k7roum—5”+2k7r Dans | — ;7] : {—%;—%}.
3cosx —sinx = 2cos (:L‘—I-%)( =2, cosa = ‘f sma——%,a——f) L’équation équivaut a cos (1:+%) =
@ > x =75 +2kroux=—2% 4 2km. Dans]—W;Tr] : {—%,%}

5. b. Voir la figure (points A, As : premiére équation; B, By : deuxiéme; Cq, Cy : troisiéme).
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A2 (—F)

Bz (—%)

2 (—35)

5.c.2cosx — /3 >0 < cosx > @ : arc [A3A;] contenant I, soit S = [—%;%]. V2sinz +1 <0 «—
V2

sinxz < —%* : arc ouvert | By By[ situé sous la droite y = —@, soit S/ = } —?ﬂf; —%[.
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