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A retenir

Rappels utiles. f : E — F est injective si f(z) = f(2') = = = 2/; surjective si tout y € F a au moins un
antécédent dans E ; bijective si tout y € F' a un unique antécédent, noté f~!(y). La composée de deux bijections
est une bijection et (hog)™! = g~ 'oh™!. Pour f croissante (resp. décroissante) sur [a;b] : f([a;b]) = [f(a); £(b)]
(resp. [f(b); f(a)]). E(x) =m <= meZetm<x<m+ 1.

Exercice 1 — Injection, surjection, bijection

Pourx;éQ:m2—4$+4:(x—2)2>Oetx2—4x+3:(m—2)2—1,doncf(x):l—w.
x_

@_12)2 > 0, donc f(z) < 1.

1.b) Le réel 1 de ’ensemble d’arrivée R n’a aucun antécédent (question l.a) : f n’est pas surjective.
2.8)4-2=2 < r=2;doncsiz #2,4—2£2. Et (4-2)—-2)" = (2—-2)? = (2—2)2, d'od f(4—2z) = f().
2.b) Avecx=1: f(3) = f(1) =0et 1 # 3 : f n’est pas injective.

l.a)

3.a) Pour = > 2, g(x) < 1: g est bien a valeurs dans |—oo; 1[. Soit y < 1. Pour = > 2 :

1 1

g(r) =y <=

Y

(z —2)?

1
IT—y

la derniere équivalence venant de x —2 > 0 et 1 —y > 0. L’équation a donc une unique solution x = 2 + ,
qui appartient bien a ]2;+oo[ : g est bijective.

3.b) g3)=1-1=0cet 3>2:g 0) =3 (Pautre antécédent de 0 par f, & savoir 1, n’est pas dans |2; +oc]).

3.c) D’aprés 3.a: g~ :]—o00;1[—]2; +oof, y+> 2+

. (Controle : y = 0 donne 3.)

1
iy

Exercice 2 — Bijection et composition

1) Pour x € [—2;0], 22 € [0;4] : g est bien & valeurs dans [0;4]. Soit y € [0;4] : pour z € [-2;0], 22 =y <=
= —/y (car < 0), et —/y € [~2;0]. L’antécédent existe et est unique : g est bijective, g~ (y) = —/¥.

4 4—1 t
2) P A > - — = > 0. Soi A —— = = 1
) Pour t € [0;4] h(t)_Oet5 h(t) 5(t—|—1)_0 Smtye{(),s} g y = t=ylt+1) <=
t(l—y)=y < t= 13@/ (car y # 1). Or 1€y206t 1—y§4 — y<4—4y — ygg,vrai. Donc h
est bijective et h™1(y) = v
-y
22
3) g([—2;0]) = [0;4] est 'ensemble de départ de h, et pour x € [-2;0] : (hog)(z) = o f(x). Mémes
T

ensembles de départ et d’arrivée : f = hog.

4) f est la composée de deux bijections, donc est bijective, et f~1 =g 1oh™!:

fh [0; %} S 20, Ny =

(S

(Contréle : y = 3 donne —v4 = —2 et f(—2) )
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Exercice 3 — Application entre ensembles de parties

Pour X C B, A\ X C Aet B\ X C B : @ est bien définie.

1) p(2) = (4;B); ¢(ANB) =(A\B; B\ A); ¢(E) = (2;2).

2) Soient X, X' C E tels que p(X) = p(X'), c’est-a-dire A\ X = A\ X’ et B\ X = B\ X'. En passant aux

compléments dans A (resp. B) : ANX =ANX'et BNX =BNX'. Comme X CE=AUB:
X=XNAUB)=(XNAUXNB) =X'NnAUX'NB)=X".

Donc ¢ est injective.

3) Soit (Y;Z) € P(A)xP(B); posons X = E\(YUZ). Alors A\X = AN(YUZ) = (ANY)U(ANZ) = YU(ANZ).
OrZCBet ANB=g,donc ANZ =0 et A\X =Y. Deméme B\ X = Z. Ainsi ¢o(X) = (Y;Z) : ¢ est
surjective.

4) Sous ces hypotheses, ¢ est injective (2) et surjective (3), donc bijective, et I'unique antécédent trouvé en 3
donne = YY;Z)=FE\ (YUZ).

Exercice 4 — Bijection et partie entiere

1) Injectivité. Siy = 2n + x avec n € Z et x € [0;2[, alors § = n+ & avec 0 < § < 1, donc E (§) = n et
x =y —2n: le couple (n; ) est déterminé par y. Ainsi f(n;x) = f(n';2’) entraine n = n’ puis = = 2. Surjectivité.
Soit y € R; posons n=FE (§) € Zet x =y —2n.Den <4 <n+1ontire ) <z <2 et f(n;z) =y. Donc f est
bijective.

2) Dapres 1: f~(y) = (E (g) i y—2F (g)) (Exemple : f~1(—=3) = (=2;1) car -4+ 1 = —3.)

Exercice 5 — Probléme

1) Dy =R. f(1)=—-Tet f(—-1)=1: f(—1) # f(1) et f(—1) # —f(1), donc f n’est ni paire ni impaire.
2.a) f(z)= —(2®+4r+4)+2=—(2+2)?+2:a=-1<0,a =—2, B =2. f est croissante sur |—o0; —2],
décroissante sur [—2; +00[, de maximum 2.

xT —00 -2 400

2

f(2) /’ \

2.b) Dy = [—2;+00[; g est strictement croissante sur D, (fonction = — v/ + a).

x -2 +o00

9(x) /

0

3) f() = fy) =—(2*—y*) — 4z —y) = (e —y)(-z—y—4), dou T =~z —y — 4.
4) Si x # y sont dans |—o0; —2] : x+y < —4, donc T > 0 : f strictement croissante. Si z # y sont dans [—2; 400] :
x4y >—4,T <0: f strictement décroissante.
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5.2) f(z) =0 <= (2+2)?=2 <= v=-2—-V2ouxz=-2++2: points (-2 — v/2;0) et (—2 + /2;0).
f(0) = —2: point (0; —2).

5b) f(-1)=-1+4-2=1etg(-1)=vVI=1:A4€ (Cs)N(Cy).

6) (Cy) est la parabole de sommet (—2;2), d’axe x = —2, tournée vers le bas.

A Uy
(Cyq)

7.a) La droite y = —7 coupe (Cy) aux points d’abscisses —5 et 1 : S = {—5;1}.

7b) flx)=-7 &= —2?—4do+5=0 < 2°+42-5=0 <= (z—1)(z+5) =0 < z€{-51}.

8) Pour z > -2 : 22+ 4z +2+ Vo +2 =0 <= g(z) = f(x). Sur [-2; +00], g est strictement croissante et
f strictement décroissante, donc g — f est strictement croissante et s’annule au plus une fois; d’apres 5.b, elle
s’annule en —1. S = {—1}.

9) f(z) > -7 <= (x—1)(z+5) <0 < =z €] — 5;1] (graphiquement : (Cy) au-dessus de la droite y = 7).
10) Pour x > —2, 'inéquation équivaut a g(z) < f(x), soit (¢ — f)(z) < 0= (g — f)(—1). Comme g — f est
strictement croissante sur [—2;+oo[ : § = [—2; —1].

11) Graphiquement : sur [—3; —2|, (Cy) monte de (—3;1) & (—2;2); sur [—2;0], elle descend de (—2;2) a (0; —2).
Algébriquement : x € [-3;-2] <= z+2¢€ [-1;0] < (x+2)? € [0;1] (le carré est décroissant sur R_ et
prend toutes les valeurs de [0;1]), donc f(x) = 2 — (z + 2)? décrit [1;2]. De méme z € [-2;0] <= = +2 € [0;2],
(x + 2)? décrit [0;4] et f(z) décrit [—2;2]. Donc f([—3;—2]) = [1;2] et f([~2;0]) = [-2;2].

12) h(z) existe & —2? —42 >0 < z(z+4) <0 < z € [-4;0]: Dy, = [-4;0]. Pour z € Dy, :
f(x)+2=—2*—42 >0, donc f(z) € Dy et (go f)(z) = /f(x) +2 = h(z). Sur [~4;—2] : f est croissante et
f([—4;—2]) = [-2;2] C Dy ou g est croissante : h est croissante. Sur [—2;0] : f est décroissante, f([—2;0]) =

[—2;2] : h est décroissante. Maximum h(—2) = 2.
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h(x) / \

13) Si x est solution, k = 35%2 € Z et x = 4k — 2. L’équation devient E(M“T_g> =k << k< 4":3—_3 <
kE+1 < 3k<4k—-3<3k+3 < 3 <k <6.Donc k € {3;4;5} et réciproquement ces valeurs conviennent :

S ={10;14;18}. (Controle : z =14 : E (L33> — 4= %.)
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