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Corrigé du devoir maison n°1
Notions de logique — Les ensembles

Exercice 1 — Quantificateurs, négation et loi logique

Question 1

a) Les trois propositions s’écrivent :

— Pi: (Y(m;n) € Z?) (m impair et n impair) = m + n pair;
— Py: (VzeR) (IneZ) n<z<n+l1;
— P3: (VxeQ) 22 #5.

b) Etude de P;. Soient m et n deux entiers relatifs impairs : il existe p,q € Z tels que m = 2p + 1 et n = 2¢ + 1.
Alors m+n=2p+2¢+2=2(p+q+1)avec p+q+ 1€ Z, donc m + n est pair. Ainsi P, est vraie.
Négation : Py : (3(m;n) € Z%) m impair et n impair et m + n impair.

Etude de P3. Soit = € Q. L’égalité 22 = 5 équivaut &4 = = /5 ou z = —/5. Or /5 ¢ Q (admis) et —v/5 ¢ Q
(sinon v/5 = —(—+/5) serait rationnel). Donc aucun rationnel n’a pour carré 5 : P3 est vraie.

Négation : P3: (3r € Q) 22 =5.
Question 2

Notons T la proposition « (P = Q) et (P = Q) » et dressons la table de vérité.

P|Q|P=Q|Q|P=>Q|T|P|T=P
VIV A% F F F|F A%
VI|F F A% v F|F A%
F |V A% F A% VIV \%
F|F A% \Y% A% VIV \%

La derniére colonne ne contient que des V : la proposition T' = P est une loi logique. Elle justifie le raisonnement
par D’absurde : pour démontrer P, on suppose P et on en déduit une proposition @ et sa négation Q.

Exercice 2 — Raisonnements direct, par contraposée, par équivalences, par ’absurde

Question 1

a) Soient a,b € Ry tels que 2y/a # v/b. La contraposée de 'implication demandée est :
Va+3vb
2y/a— Vb

Supposons que le quotient vaille 1. Comme 2y/a—+/b # 0, on peut multiplier par ce nombre : \/a+3vb = 2/a—V/,

donc /a = 4+/b. La contraposée est vraie, donc I'implication Pest aussi.

b) Soient a,b € R,. Comme vab = \/a\/b (car a,b > 0) :

b 22 b b)? —Vb)?
N G VAN R D

2 - 2 :

=1= a = 4Vb.

a+b
droi Vab < “12.
c) Soient a,b,c € R;. D’apres b) appliquée successivement aux couples (a;b), (b;¢) et (¢;a) de réels positifs :

\/%ga;b, \/%gb;rc, \/agcga.




2 2b+ 2
En additionnant membre & membre : vab + Ve + /ca < % =a-+b+ec

Question 2

Soient z,y € Q* tels que 23y + zy> = 6. Raisonnons par 1’absurde et supposons que = = y. Alors z3y + zy> =
22% = 6, soit (22)? = 3. Comme 22 > 0, on obtient 22 = /3. Or x € Q donc 22 € Q, d’ot1 v/3 € Q : c’est absurde,
car v/3 est irrationnel. Donc x # y.

Question 3
Soient a, b, x,y € R* tels que ax + by = 2. On a l'identité
(a® + b*) (2% + %) — (az + by)? = a®y* + b*2? — 2abzy = (ay — bx)? > 0.
Comme ax +4by = 2, on obtient (a? + b?)(2? + y?) > 4. Puisque 22 + y> > 0, on divise par ce nombre :
a’+ b > m
Question 4

Soient z,y € R tels que |z| < 1 et |y| < 1. Alors |zy| = |z||y| < 1, donc zy < 1 et 1 — 2y > 0. On a alors :

-y
1—2xy

<l <= jz—yl<l-ay <= -y’ <(1—-ay)? <= 0< (1 —ay)*— (z —y)>

La premiére équivalence vient de |1 — zy| = 1 — 2y > 0; la deuxiéme de ce que t ~ t? est strictement croissante
sur Ry (les deux membres sont positifs). Or

(1—ay)’ = (z -y =1—-2 -y’ + 2%y = (1-2*)(1 - y*) >0,
car 1 — 22 > 0 et 1 —y? > 0. La derniére proposition est vraie, donc la premiére aussi.

Question 5
Soit n € N*.
a) Raisonnons par I'absurde : supposons que v/n2 + 1 soit un entier naturel, noté m. Alors m? = n? + 1.

2 =n?2+1>n? et que m et n sont positifs, on a m > n; Pentier m vérifie donc m > n + 1.

— Par croissance de t +— t2 sur Ry, on en déduit m? > (n+1)? =n? +2n + 1.
— Orn?+2n+1—-(n?+1)=2n>0carn>1:donc (n+1)2 >n?+1=m? ce qui contredit m? > (n + 1)2.

— Comme m

Cette contradiction montre que vn2 + 1 ¢ N. (Autrement dit, n> < n? +1 < (n 4 1)? : le nombre n? + 1 est
strictement compris entre deux carrés parfaits consécutifs, donc ce n’est pas un carré parfait.)

b) Raisonnons par I'absurde : supposons que vn? + 1 € Q. Comme vn? 4+ 1 > 0, il existe p € N* et ¢ € N* tels
que

n2+1= avec PGCD(p;q) =1 (fraction irréductible).

QS

2

— En élevant au carré : 2—2 =n?+ 1, donc p? = ¢?>(n? +1).

— Cette égalité montre que g divise p? (car p? = ¢ x (¢(n? + 1)) avec ¢(n? + 1) € N).

— Supposons ¢ > 2 et soit £ un nombre premier qui divise g. Comme ¢ divise p?> = p x p, le nombre premier ¢
divise p x p, donc divise p (lemme d’Euclide). Alors ¢ divise a la fois p et ¢, ce qui contredit PGCD(p; q) = 1.
Donc g = 1.

— Avec g =1:+vn?+1=peN. Cela contredit le résultat de la question a).

Cette contradiction montre que vn? +1 ¢ Q.



Exercice 3 — Récurrence et disjonction des cas

Question 1

a) Pour n € N*, notons P Z koF = (n—1)2"tt 4 2.

— Initialisation : pour n = 1, le membre de gauche vaut 1 x 2 = 2 et le membre de droite (1 —1)22+2 =2
P(1) est vraie.
— Hérédité : soit n € N* tel que P(n) est vraie. Alors

n+1 n

k2P =>"k2"+ (n+1)2" = (n—1)2"" 424 (n+ 12" =20 2" 42 = (n+ 1) — 1)2"12 4 2,
ce qui est P(n+1).

— Conclusion : (Vn € N¥) Z k2F = (n—1)2"t! 12

b) Pour n € N, notons Q(n) : « 6 divise n® + 5n ».

— Initialisation : 03 +5x0=0=6x0: Q(0) est vraie.
— Hérédité : soit n € N tel que Q(n) est vraie : il existe ¢ € Z tel que n® + 5n = 6q. Alors

(n+12+5n+1)=n2+3n>+3n+1+5n+5=(n>+5n) +3n(n+1)+6.

Or n(n + 1) est le produit de deux entiers consécutifs, donc il est pair : n(n + 1) = 2r avec r € N. Ainsi
(n+12+5(n+1)=6g+6r+6=6(q+r+1)avecqg+r+1€7Z:Q(n+ 1) est vraie.
— Conclusion : (Yn € N) 6 divise n® + 5n.

Question 2

Pour = € R, posons f(x) = |z — 1| + |z — 2| + |z — 3|. Les valeurs 1, 2 et 3 annulent les valeurs absolues; on
distingue donc quatre cas qui recouvrent R.

7 <1 | 1<z<2 |2 z>3
flx) | 6 —3x 4—=z x 3x—6

IN
8

IN
o

Cas 1 : x < 1. Les trois quantités z — 1,  — 2, x — 3 sont négatives, donc f(z) = (1—z)+(2—2x)+(3—z) = 6 — 3.
Comme z <1, =3z > —3 et f(x) >3 > 2.

Cas 2:1<x <2 Alorsz—1>0,2—2<0,z—3<0et f(z)=(x—1)+(2—2)+ (3—2) =4 — 2. Comme
<2, flz)>4—2=2.

Cas 83:2<x<3. Alorsz—1>0,2—2>0,z—3<0et f(z)=(x—-1)+(x—-2)+B—2)=x>2.

Cas 4 : x > 3. Les trois quantités sont positives et f(z) = (x — 1) + (z — 2) + (x — 3) = 3z — 6. Comme z > 3,
f(z)>3>2.

Conclusion : dans chacun des quatre cas f(x) > 2, donc (Ve € R) |z — 1|+ |z — 2|+ |z — 3| > 2.
Cas d’égalité. Reprenons chaque cas.
— Cas 1 et cas 4 : on a montré f(xz) >3 > 2; I'égalité f(x) = 2 est impossible.

— Cas2: f(zr) =2 <= 4—2x=2 < x =2, et 2 € [1;2] convient.
— Cas 3: f(z) =2 <= x =2, et 2 € [2; 3] convient.

L’égalité est donc atteinte si et seulement si x = 2 (vérification : f(2) =140+ 1= 2).



Question 3

On résout dans R I'inéquation vz2+z — 6 > 2z — 3.

Domaine de définition. L'expression a un sens si et seulement si 22 +x —6 > 0. Or 22 + 2 — 6 = (z + 3)(z — 2),
qui est positif ou nul si et seulement si z < —3 ou z > 2. Le domaine est donc D =] — oo; —3] U [2; +00[ et 'on
résout dans D.

Cas 1 :x €D et2x—3<0.Dans D, 2x — 3 < 0 équivaut a x < —3 (si & > 2 alors 2z — 3 > 1 > 0). Le membre
de gauche est positif ou nul et le membre de droite est strictement négatif : 'inéquation est vraie pour tout
x < —3. Ce cas fournit | — oo; —3].

Cas 2 :x € D et 20 —3 > 0, c’est-a-dire > 2. Les deux membres sont positifs et la fonction ¢t — t? est
strictement croissante sur R, donc
V241 -6>2r—3 <= 22 4+2—-6> 20 —3)? =42 — 1224+ 9 «— 322 - 13z +15<0.
Le discriminant du trindme 322 — 13z + 15 est A = 132 =4 x 3 x 15 = 169 — 180 = —11 < 0 et son
coefficient dominant est positif : 322 — 13z + 15 > 0 pour tout z € R. (On le voit aussi avec la forme canonique
2

322 — 13z +15=3 (:E — %) + % > 0.) L’inégalité 322 — 13z + 15 < 0 n’est jamais vérifiée : ce cas ne fournit
aucune solution.

Conclusion : I’ensemble des solutions est

S =]—o0;-3].
Exercice 4 — Ecriture et égalité d’ensembles
Question 1
) 3z +8 5 . . .
Ensemble A. Soit £ € N. On a T 34+ wh Ce nombre est un entier naturel si et seulement si
x x

5

1 € Z, c’est-a-dire si « + 1 divise 5. Les diviseurs positifs de 5 sont 1 et 5, donc x +1 € {1;5} et = € {0;4}.
T
Réciproquement, + = 0 donne 8 € N et z = 4 donne % =4 € N. Donc A = {0;4}.

?+r+3

5
Ensemble B. Soit z € N. On a 22+ + 3 = (v + 2)(z — 1) + 5, donc r—1+ ——. Comme

z+2 z
x — 1 € Z, ce nombre est un entier relatif si et seulement si x + 2 divise 5. Or z + 2 > 2 et les diviseurs positifs de

5sont 1 et H:x+2=25, soit x = 3. Réciproquement, z = 3 donne % =3 € Z. Donc B = {3}.

Ensemble C. Soit (x;y) € Z2. Posons u = x +y et v = 22 — y; ce sont des entiers et uv = 5. Réciproquement

2 —
vty ety = u3 Y Les couples d’entiers (u;v) de produit 5 sont (1;5),

u—+v =23z et 2u —v =3y, donc x =
(5;1), (—1;—5) et (—=5; —1). On en déduit :

(w;v) | (1;5) | (551) | (=1;=5) | (=5;—1)
(z3y) | (2-1) | (233) | (=231) | (=2;-3)

Les quatre couples obtenus sont bien dans Z? et vérifient (v + y)(2x — y) = 5. Donc C =
{(2,-1)5(2:3); (=21); (=25 =3)}-
Question 2

Soient A, B et C' des parties d’un ensemble E.

a) Pourtoutz € E:x € (AUB)\C < (r€AouzeB)etx¢(C < (z€cAetx¢C)ou(xeBetxd¢
C) < ze€(A\C)U(B\C) (distributivité de « et » sur « ou »). Donc (AUB)\ C = (A\C)U(B\C).

b) Ona A\C=ANnC et B\ C=BnNC, donc
(A\C)N(B\C)=AnCnNnBNC=(AnB)NnC =(AnB)\C.

c) (<) Si B =C, alors évidemment AUB=AUC et A\B=A\C.

(=) Supposons AUB=AUC et A\ B=A\C.



— De AUB=AUC:B\A=(AUB)\A=(AUC)\A=C\ A
— De A\B=A\C:AnB=A\(A\B)=A\(A\C)=AnNnC.
— OrB=(B\A)UANB)etC=(C\A)U(ANC).Donc B=(C\A)UANC)=C.

Dans les questions d) & g), X désigne le complémentaire de X dans E. Les raisonnements se font sur un élément
quelconque z € F, en traduisant chaque ensemble par une condition sur z.

d) Soit z € E. On a

r€A\B < ¢ A\B < (r€Aetrx¢B) — (r¢ Aouze€B) < € AUB.

(La troisiéme équivalence est la négation d'une conjonction.) Donc A\ B = AU B.

e) Soit x € E. On a

reA\(B\C) < zcAet (zreBetax¢C)
< z€Aet (z¢ Bouzxec()
< (r€Aetz¢B)ou(zecAetxe ()
<— z€(A\B)U(ANCQO).
Donc A\ (B\C)=(A\B)U(ANC).
f) Soit x € E; notons p la proposition « x € A » et ¢ la proposition « = € B ». Par définition, x € AA B si et
seulement si x appartient a exactement un des deux ensembles, c’est-a-dire si (p et §) ou (P et q).

— Complémentaire de A A B. Par négation d’une disjonction puis d’une conjonction :

r€AAB < (petq)et (petq < (pougq)et (pouq).

En distribuant « et » sur « ou », cela équivaut a : (p et p) ou (p et ) ou (q et p) ou (q et ). Les propositions
« petp»et «qetq» sont fausses, d’ou

1€ AAB <= (petq)ou(petq) < ze€(ANB)U(ANB).

— L’ensemble AA B. On remplace A par A dans la définition : # € AA B si et seulement si (z € A et x ¢ B) ou
(x ¢ Aet x € B), cest-a-dire (p et q) ou (p et q), soit x € (AN B)U (AN B).

Les trois ensembles AA B, AA B et (AN B)U (AN B) sont définis par la méme condition sur z : ils sont égaux.

g) Supposons ANB=ANCet ANB=ANC. Comme AUA=FEet BCE:
B=BNE=BN(AUA)=(BNA)U(BNA) =(ANC)U(ANC)=CN(AUA)=CnE=C.

Donc B =C.

Question 3

Soit z € R\ {1}. On a
20 —1 20 —1 2 —1—2(x —1)

p— >2<:>m_1—2>0<:> p— >O<:>x_1>0<:>x—1>0<:>x>1.
Donc B={zx e R\ {1} /= > 1} =]1;+o0[= A.
Question 4
— ACB :soit M € A: M = (x;/2z — 4) avec = € [2; +oc[. Posons t = \/2x — 4; alors t € R, et t? = 22 — 4,
donca::t2+4.AinsiM:<t2+4;t avec t € Ry, donc M € B.

— BCA:soitMeB: M=

;t ] avec t € Ry. Posons x = 5

t car t > 0. Ainsi M = (z;/2x — 4) avec = € [2;+o00[, donc M € A.

;alors x > 2, donc x € [2;400], et

2 )
2 44 ) 2 44

2r —4 =12, don 2z — 4 = V12 = |t

OnaACBetBCA: A=B.



Exercice 5 — Raisonnement par 1’absurde et probleme de synthese

Question 1

Raisonnons par I’absurde. Supposons que AN B # & : il existe z € AN B, donc il existe k, k' € Z tels que

™ 2kr _m 2k'm

3+7_2+7

42
En multipliant les deux membres par — : 14 + 12k = 21 + 12/, soit 12(k — k') = 7. Le membre de gauche est un

s
entier pair alors que 7 est impair : ¢’est absurde. Donc AN B = &.

Question 2

a) Soient X etY deux parties de E. Montrons que X UY = (X AY)U (X NY).

— Soit £ € X UY. Ou bien = appartient & un seul des deux ensembles, et alors z € X AY ; ou bien il appartient
aux deux, et alors zt € X NY. Donc XUY C (XAY)Uu(XNY).
— Réciproquement X AY C XUY et XNY C XUY,donc (XAY)U(XNY)C XUY.

La réunion est disjointe : un élément de X AY appartient & un seul des deux ensembles, un élément de
X NY appartient aux deux; donc (X AY)N (X NY) = @. Par conséquent, AAB = (AUB)\ (ANB) =
{1;2:3;5; 73\ {3;5} = {1;2;7}.

b) Raisonnons par 1’absurde : supposons que 7 ¢ B. Comme 7 € AUB,ona 7 € A, donc 7€ A\ B : cela
contredit 7¢ A\ B. Donc 7 € B. De plus 7 ¢ {3;5} = ANBet 7€ B,donc 7 ¢ A : ainsi 7 € B\ A. Comme
2 € B\ A par hypothése, on a {2;7} C B\ A.

c)Onale AUBet1¢ B,doncle Aet1le A\ B. D’autre part A\ BC AAB={1;2;7} et 2,7 € B (donc
2,7¢ A\ B) : on obtient A\ B={1}. Puis B\A=(AAB)\ (A\ B)={1;2;7}\ {1} ={2;7}.

d)Ona A= (A\B)U(ANB) ={1;3;5} et B= (B\A)U(ANB) = {2;3;5;7}. Soit X une partie de
AUB =1{1;2;3;5;7}. Alors XNA=ANDB = {3;5} si et seulement si 3 € X, 5 € X et 1 ¢ X ; les éléments 2 et 7
(qui ne sont pas dans A) peuvent appartenir ou non a X, sans condition. Donc X = {3;5} UY avec Y C {2;7}, et
réciproquement tous ces ensembles conviennent. Il y a 22 = 4 telles parties : {3;5}, {2;3;5}, {3;5; 7}, {2;3;5;7}.



