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Cours — Chapitre 17

Produit scalaire dans ’espace
1" Bac Sciences Mathématiques - Lycée Qualifiant Ibn Hazm - Prof. El Koudri Hamza - 20262027

Plan du chapitre. 1. Produit scalaire dans I’espace et applications — II. Plan défini par un point et un vecteur
normal, distances — III. Etude analytique d’une sphére — IV. Produit vectoriel — Résumé.

Prérequis. Produit scalaire dans le plan, analytique de I'espace (Ch. 16). Sauf mention contraire, I’espace est
rapporté & un repere orthonormé (O; 7 k).

I. Produit scalaire dans I’espace

1) Définition

| Définition 1 |

Soient % = ﬁ et U= 1@ Les points A, B, C appartiennent a un méme plan (P); le produit scalaire 4 - ¥
est le produit scalaire de AB et AC calculé dans (P):1-%=AB x AC x cos BAC (si @, #0), et @ -7 =0
sinon. @ - @ = ||@||*.

2) Propriétés et expression analytique

Propriété 1

Le produit scalaire est symétrique et bilinéaire. @ | ¥ <= 4 - ¥ = 0. Dans un repére orthonormé, si u(z;y; 2)
et U(a'sy;2) i u-vU=x2' +yy + 22, |G| = Va2 +y2 + 22 et AB=/(xp —14)2+ (yg —ya)? + (2B — 24)%.

Exemple 1
w(1;2;-1), 9(3;-1;1) : - v=3-2—-1=0, donc @ L ¥.

P OYE:
3) Ensemble des points M tels que MA-MB =0

‘ Propriété 2 ’

Si A # B, ’ensemble des points M tels que 1\771 : J\ﬁ = 0 est la sphére de diameétre [AB].

II. Vecteur normal & un plan — distances

1) Vecteur normal

Définition 2

Un vecteur 7 # 0 est normal au plan (P) s’il est orthogonal & deux vecteurs directeurs (non colinéaires) de
(P). Une droite est orthogonale & (P) si elle est dirigée par un vecteur normal & (P).

Théoréme 1

—
L’ensemble des points M tels que AM -7 = 0 est le plan passant par A de vecteur normal 7i. Le plan d’équation
ax + by + cz + d = 0 admet 7(a; b; ¢) pour vecteur normal.

Propriété 3

—

Soient (P) et (P') de vecteurs normaux 7 et 71’ : (P) L (P') < #@-1' =0; (P) || (P') < #,7n colinéaires.
Le plan médiateur de [AB] est I'ensemble des points équidistants de A et B : il passe par le milieu de [AB]
et admet 1@ pour vecteur normal.
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2) Distance d’un point & un plan

Théoréme 2

B lax A + bya + cza + d| _

VZIRT &

La distance du point A(z4;y4;24) au plan (P) : ax+by+cz+d =0 est d(A4; (P))
elle est atteinte au projeté orthogonal H de A sur (P).

Exemple 2

d(0; 2x—y+2z—6:0):%:2.

I11. Etude analytique d’une sphére

1) Equation cartésienne

Définition 3
La sphére S(€; R) de centre Q(a;b; c) et de rayon R > 0 est 'ensemble des points M tels que QM = R. Une
équation est (z —a)? + (y — b)? + (2 — ¢)? = R2.

Propriété 4

2
L’ensemble (S) des points M (x;y; 2) tels que 2% +y2 + 22 + ax + By + vz + 6 = 0 s’écrit (x + %)2 + (y + g) +

z+12:kaveck:M—6:sik>O, S) est la sphere de centre €2 —9;—ﬁ;—1 et de rayon Vk :
2 1 2°) 2172
sik=0,(S)={Q};sik <0, (S)=02.

2) Positions relatives

Propriété 5

Soient S(€2; R), (P) un plan, d = d(2; (P)) et H le projeté orthogonal de Q sur (P). Sid> R: (S)N(P) = @.
Sid= R:(P)est tangent a (S) en H.Sid < R: (S)N(P) est le cercle de centre H et de rayon r = v/ R? — d?.
De méme, une droite (D) coupe (S) en 0, 1 ou 2 points selon que d(£2; (D)) > R, = R ou < R.

Propriété 6

—
Le plan tangent & S(Q2; R) en A € (S) est le plan passant par A de vecteur normal QA.

IV. Produit vectoriel

1) Définition

| Définition 4

L’espace est orienté (régle du bonhomme d’Ampére) et le repére (O; Z,j, /2) est orthonormé direct. Le produit
vectoriel de @ = OA et ¥ = OB est le vecteur 4 A ¥ nul si @, ¥ sont colinéaires et, sinon, orthogonal a 4 et v,
tel que (u; ;4 A V) soit direct et ||@ A || = ||d]| ||U]] sin AOB.

2) Propriétés (admises) et coordonnées

‘ Propriété 7 ’

UA U= —uAU;le produit vectoriel est bilinéaire; 4 A0 =0 <= «, ¥ colinéaires. Si 4(x;y; 2), v(a';y;2') :
/ / /
= o oD Yy vyl xr T|-= xr Ty
UNT = , , K.
z z z oz Yy
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3) Applications

Propriété 8

— A, B, C sont alignés <— 1@ A @ = (; sinon E A @ est normal au plan (ABC).
— Aire du triangle ABC : A= %HB A /@H

— Distance d’un point M a la droite D(A; @) : d(M; D)

9

Exemple 3

A(1;0;0), B(0;1;0), C(0;0;1) : AB(—1;1;0), AC(=1;0;1), AB A AC = (1;1;1); (ABC)
.A:i

rrx4+y+2—-—1=0

Résumé

A retenir

—

]
compléter les carrés, comparer d(€2; P) a R; AB A B normal a (ABC), aire = 3 ||E A B Il

G5 =az' +yy + 22 ax + by +cz +d = 0 a pour normal (a;b;c); d(A; P) = lazatbyatezatdl,

; sphere :
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