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Cours — Chapitre 08

Trigonométrie (calcul trigonométrique)
1" Bac Sciences Mathématiques - Lycée Qualifiant Ibn Hazm - Prof. El Koudri Hamza - 20262027

Plan du chapitre. I. Rappels (valeurs usuelles, identités fondamentales, angles associés) — II. Formules
d’addition et de duplication — III. Tangente et formules de linéarisation — IV. Des produits aux sommes, et
réciproquement — V. Transformation de acosz + bsinz — VI. Equations et inéquations trigonométriques —
Résumé.

Cadre. Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O;7%}7); (C) désigne le cercle trigonométrique de centre
0, I(1;0) et J(0;1). Les lettres x, y, a, b, p, ¢ désignent des réels et k un entier relatif. Une égalité contenant tan

n’est écrite que lorsque toutes les expressions sont définies. Le symbole <= n’est employé que si chaque étape
est réversible.

I. Rappels

1. Valeurs usuelles et identités fondamentales

z (0] § 15|53 2
. V3 | V2 1
COS T 1 5 5 3 0
. 1 V2 | V3
sinz | 0| 3 5% 1
tanz | O ? 1 V3 | non défini
Propriété — identités fondamentales, parité
— Pour tout £ € R : cos?x +sin?z = 1; —1 < cosz < 1 et —1 < sinz < 1; cos(x + 2kw) = cosu,
sin(z + 2km) = sin z.
ﬂ sin x 9 1
— Pour tout z e R\ {§ +km |k € Z} : tanz = et 1 +tan‘z = ——— tan(z + k) = tanz.
] ) ) ) COS T ) cos x
— cos est paire, sin et tan sont impaires : cos(—z) = cosz, sin(—z) = —sinz, tan(—x) = — tan .
— Signes sur | — ;7] :sinz >0 <= z € [0;7]; cosz >0 <= ze[-F;T]
2. Angles associés
—x T™T—x T+T | 53— | 5+
cos cos T —cosx | —cosx | sinx | —sinx
sin | —sinzx sinx —sinx | coszx cosx
1 1
tan | —tanz | —tanx tanx o —tona
3. Exercices de révision
Exercice d’application de révision 1
1. Donner cos g, sin 5, tan 7, sin g, tan g, cos, sin 32”
3 57r 57r 3 2
2. Calculer cos =, sin -, cos( a ) sm( ) tan 2 1 tan( ?).
Solution
1.3, 1. f
1. g;%;1;35;%; -1; -1
2. cos 3T = COS(T(—%) = —@; sin 2% = sinZ = 1 cos —%’T) = cos 2 = —@; sin(—%’r) = —sin§ =
—@, tan 2 =tan% =1; tan(—%) :tan(—%’r—i—ﬂ) =tan g = V3
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Exercice d’application de révision 2

1. Déterminer 'abscisse curviligne principale (dans | — 7;7]) de chacun des points A ( @) et B (%) du
cercle (C).

2. En déduire la mesure principale des angles orientés <5_[) ; 0—121) et <5_[) ; O?)

Solution
_ 125w _ 5w _ _b5m _ . ; S _bm 4im _ _ 7 5 ; e
1. = = —0 —20m = —<F + 2 x (—10)7 : abscisse principale —. = = —7 + 127 : abscisse principale

_r

2. (O_} ; O—1>4) = —%’r [27] et (O_} ; @) = —7 [27] : ce sont les mesures principales.

Exercice d’application de révision 3

1. Calculer cos x sachant que sinz = —% et z € ] ,O[
2. Calculer siny et tany sachant que cosy =—3 et Yy € ] [

3. Soit a € }7‘(; 37”[ tel que tan o = 2. Calculer cos « et sin a.

Solution

1. coszle—é—%et cos:z;>08ur}—ﬂ'0[:cosx—¥

2. sinfy=1— =12 et siny >0sur |Z;7[ : siny = Y2, puis tany = —/15.

3. Coslga:1+tan a—5et cosa<OSur} ;%’T[:cosa:—%:—i puis Slna*tanacosa——ﬁ.

Exercice d’application de révision 4

Pour z € R, écrire en fonction de cosx et sinx :

A = 3cos(z + 5m) — 2 cos(7Tm — x) + sin (37” - $) B =sin (5 + z) sin(41w — x) + cos (§ + z) cos(177 + z),

.2 2 .2 7
C = sin®(z + 137) + cos*(21m — x) + sin (x—%)

Solution

cos(z + 5m) = cos(x + m) = —cosx; cos(7Tm — ) = cos(m — x) = —cosx; sin (37” — a:) = —cosz. Donc
A= —-3cosx+2cosz —cosx = —2cos .

sin (§ 4+ ) = cosx; sin(4lwr — x) = sin(r — z) = sinx; cos (§ + &) = —sinx; cos(17r + ) = — cosz. Donc
B =2sinxcosz.

sin?(z + 137) = sin? x ; cos?(217 — x) = cos? x; sin (m = 7—”) =sin (z + % — 47) = cosz. Donc C = 1 + cos® .
Exercice d’application de révision 5

On pose A = cos? &4 cos? 37’ + cos? 5” + cos? 7” et B = Z sin?

1. Montrer que A = 2 (on pourra remarquer que 7” = — %, %’T =7 — 3{ et %’T — & =2

2. Montrer que B = 4.

Solution

1. cos? 7“ = cos? g, cos? 5§r = cos? 3{ = sin? %- Donc A =2 (COS g+ sin? ) = 2.

2. Pour k e {1;...;4}, (9 k =35 ﬁ, donc sin (9I§)ﬂ = cos? k” . En regroupant les termes d’indices k et

9-k:B :Zk=1 (sm2 ]“”T + cos? k’r) =4.

II. Formules d’addition et de duplication
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1. Activité

Activité 1

1. Montrer que les propositions « (V(z;y) € R?) cos(z +y) = cosz + cosy » et « (V(z;y) € R?) sin(z +y) =
sinz 4 siny » sont fausses.

— —
. Soient a, b deux réels et A, B les points de (C) tels que (i’, OA) =a [27] et (i’, O?) =b [27].

a. Montrer que (O?, O—1>4> = a — b [27], puis que O? . O—}l = cos(a — b).

—
Vérifier que OA = cosa?+ sina j et O? =cosb?+sinbj.
En déduire que cos(a —b) = cosa cos b+ sin asin b, puis 'expression de cos(a+b) (avec a+b = a — (—b)).
En utilisant sin 2 = cos (§ — x), en déduire sin(a — b) et sin(a + b).

o 0 T

En déduire cos2a et sin 2a.

=

Solution

Uy

1. Pourx =y=7F5 :cosm=—1#0=cos5 +cosg et sinm=0# 2.
Chasles : (O@,O—}l) = <O?,i’> + (Z’;OA) = —b+a [2nr]. Comme OA = OB = 1: O@O—jﬁl =

1 x 1 x cos(a—0b).
b. Ce sont les coordonnées d’un point du cercle trigonométrique d’abscisse curviligne a (resp. b).
OB - OA = cosacosb + sinasinb. Puis cos(a + b) = cosacos(—b) +
sin asin(—b) = cosacos b — sin a sin b.
. sin(a—b) = cos ((§ —a) +b) = cos (5 — a) cosb—sin (

b) = sinacosb + cosasinb (remplacer b par —b).
2

2. a.

. Dans la base orthonormeée :

@ &

: a)sinb = sinacosb— cos asin b, puis sin(a +

. Avec b= a : cos2a = cos? a — sin? a et sin 2a = 2sin a cos a.

2. Formules

Propriété 1 : formules d’addition et de duplication

Pour tous réels a et b :

1. cos(a —b) = cosacosb+sinasinb;
2. cos(a+b) = cosacosb —sinasinb;
3. sin(a — b) =sinacosb — cosasinb;
4. sin(a+b) = sinacosb + cosasinb;
5. cos2a = cos’a —sin’a = 2cos’a — 1 =1 — 2sin?a;
6. sin2a = 2sinacosa.
Exemple 1
2 im _ T | T mo_ T _ T
1. a. Venﬁerque?—g:—élet 5 =3 1
m i Im ud in T
b. Calculer cos {5, sin 15, cos {5 et sin {5.
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3 3 23
2. a. En remarquant que °f = 2 X =, montrer que cos 5 = 2cos” 5 — 1.
2 — ﬂ
b. En déduire que cos 3; ===
242
c. Montrer de deux manieres que sin 35? =D
d. Vérifier que sin ?Zr = 2sin 3 g COS 3;
Solution
dn43m _ 7T _
1. a. %—1—4— ”zﬂ—ﬁetg—%—%.
R R P e X
2. a. Formule 5 avec a = %’r
b. 20082%:1—ﬁ, donc COSQ%T: 274\/5 or 38” E]O 2], donc cos 3™ > 0 et cos 8 22_‘/5.
c. Méthode 1 : sin? 3§T =1- 2_4‘/5 = 2+—\[ et sin 3; > 0. Methode 2 : cos 4 =1- 2silr12%7r donne
\f
1
sin? 37 — + 2+\/§

d 2 YZHV2 ¥2-v2 _ VAR V2o

= sin 4

Application 1

Soient a € |0; 5[ et b€ |5;
sin 2a et cos 2b.

[ tels que cosa = % et sinb = 1% Calculer sin a, cosb, puis cos(a + b), sin(a — b),

Solution
sina = 2 (sma > 0) et cosb = —12 (cosb < 0). Puis cos(a + b) = 2 (—%) — 3.5 = 3 in(a —b)
12 _ _63. _o9.4.3_ 2. _ 25 _ 119
( T) 5 ﬁ 65,SIHZQ—Q-E‘B—%,COSQb—l—Q 169 — 169°

III. Tangente et formules de linéarisation

1. Activité

Activité 2

Soient a et b deux réels.

9 1+ cos2a

1 —cos 2a
1. Montrer que cos“a = — et sin? ———

sin“a =
2

a. En divisant numérateur et dénominateur de

tana + tanb
1—tanatanb

2. On suppose que a, b, a + b et a — b n’appartiennent pas a {§ + kx| k € Z}.
sin(a + b)
os(a+0b)

b. En déduire tan(a — b), puis tan 2a lorsque de plus 2a ¢ {§ + kn | k € Z}.

par cosacosb, montrer que tan(a + b) =

Solution

1. De cos2a = 2cos?a—1=1—2sin2a.

i b in b
2. a. cosacosb # 0 et tan(a+b) = SN @ cosh ¥ cosasin

0).
b. En remplagant b par —b (tan est impaire) : tan(a—b) =

cosacosb — sinasinb

tana + tanb

+ (le dénominateur vaut %H’)b
1 — tanatan b COS a CoS
tana — tanb 2tana
—————;avecb=a:tan2a = ————.
1+tanatand’ 1 _tan’a
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2. Formules

Propriété 2

3 1 + cos2a . 1 — cos2a
Pour tout réel a : 7. cosla = —""+ 8. sin2qg= ————

Si a, b, a + b, a — b ne sont pas de la forme § + kn (k € Z) :

tana — tanb ‘ tana + tanb

9. tan(a —b) = ————; 10. tan(a+b0) = ——
( ) 1+tanatanbd (a+b) = 1 —tanatanb
. x 2tana
Si a et 2a ne sont pas de la forme § + k7 : 11. tan2a = ———.
1 —tan“a

Exemple 2
1. Calculer tan 72 19, buis tan ™ (on posera t = tan 3T = et on utilisera tan 37 e

1+ cos 1 cos
2. a. Montrer que, pour tout reel x : cos? 5= % et sin? 5= Tx

b. Montrer de deux maniéres que, pour tout réel z : (1 — cosz)(1 + cosz) = 4sin® £ cos? %.
Solution
V3+1 (V3+1)? . 3 3 2t

1. tan 72 —tan(3+§):1_\/§= 1_3 :—(2+\5).Ensu1tef#g%—kwettanf:—l:ﬂ,

d’oﬁt2—2t—1:()ett€{1—\/5;1+\/§};comme%E}O;%[,t>0:tan3§”:l+\/§.
2. a. Formules 7 et 8 avec a = 5.
b. Méthode 1 : (1 — cosz)(1 + cosz) = 2sin? £ x 2cos? £ d’apres a. Méthode 2 : (1 — cosz)(1 + cosz) =

sin2z = (2sin § cos %)2

Application 2 : linéarisation

3+ 4cos2x + cosdx
Montrer que, pour tout réel z : cos?z = i S i .

Solution

cos” x =
2

A A - 8

1 <1+<30st>2_1+2cos2x+(:082255 1+2cos2w+w 3+ 4cos2x + cosdx

IV. Des produits aux sommes, et réciproquement

1. Activité

Activité 3

Soient a et b deux réels.

1. En ajoutant ou en soustrayant les formules d’addition, montrer que cosacosb = 3( cos(a + b) + cos(a — b)),
sinasinb = —3(cos(a + b) — cos(a — b)) et sinacosb = (sm(a +b) + sin(a — b))

2. On pose p=a+ b et ¢ = a — b. Vérifier que a = 224 +q et b = E54, puis en déduire les quatre formules de
transformation d’une somme en produit.

Solution

1. cos(a+b)+cos(a—b) = 2cosacosb; cos(a+b)—cos(a—b) = —2sinasinb; sin(a+b)+sin(a—b) = 2sin a cosb.
2. p+q = 2a et p—q = 2b. En reportant dans les égalités de 1 : cos p+cosq = 2 cos m cos P54, cosp—cosq =
—2sin p;rq sin 254, sinp + sin g = 2sin p;rq cos P51 ; enfin sinp — sing = smp—i—sm( q) = 2sin 254 cos p;q.
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2. Formules

Propriété 3 : produits en sommes (12) et sommes en produits (13)

Pour tous réels a, b, p, ¢

Produits — sommes Sommes — produits

cosacosb = f(cos(a—i—b + cos(a — b)) cosp + cosq = 2cosmcos e

sinasinb = —3(cos(a +b) — cos(a — b)) | cosp — cosq = —2sin 214 sin 224

sinacosb = (sin(a + b) + sin(a — b)) sinp + sin ¢ = 2sin 224 cos 254

cosasinb = 3 (sin(a + b) —sin(a — b)) sinp — sin g = 2 cos 214 sin 24
Exemple 3
1. Pour z € R, transformer en sommes : A(zx) = coszcos3x, B(xr) = sin3zcosbzx, C(z) =

sin (x + §)sin (z — %), D(z) = cos (x + §)sin (z — F).

2. Pour z € R, transformer en produits : F(z) = cos2x — cosb6x, F(x) = cosz + cos2x + cos3z, G(x) =
1+ cos 2z + cos4x + cos 6.

3. Montrer, sans calculatrice, que cos {5 + cos E = ?

Solution

1. A(z) = i(cosdz + cos2z); B(z) = 3(sin8z — sin2z); C(z) = —3 (cos2z —cos ) =
D(z) = % (sin2z —sin ) = 3(sin2z — 1).

2. E(zx) = —2sindzsin(—2z) = 2sindxsin2z. F(z) = (cosx + cos 3z) + cos 2z = 2 cos 2z cos x + cos 2z =
cos 2z (2cosw + 1). G(x) = (1 + cos6x) + (cos 2z + cos4x) = 2 cos? 3z + 2 cos 3z cos z = 2 cos 3z(cos 3x +
cosz) = 4 cos 3z cos 2x cos x.

T _ i Ty 9.1 V2 _ V2
3. cos {5 +cos 5 2(:os3cos( ) =25 %= =32

V. Transformation de acosx + bsinzx

1. Activité

Activité 4

Soient a et b deux réels tels que (a;b) # (0;0); on pose r = Va2 + b2 et, pour z € R, A(z) = acosx + bsin x.

- a b . a\? b\?
1. Vérifier que A(z) =r ;cos:c—i—;smx et que - + . =1.

a
2. En déduire qu’il existe un réel « tel que cosa = — et sina = —, puis que A(x) = rcos(x — «).
r r

Solution
Lor>0et 23 =1,

2. Le point M (7 ;) est sur le cercle trigonométrique : il a une abscisse curviligne a. Alors A(z) =
r(cosacosx + sinasinz) = rcos(x — a).

2. Propriété

‘ Propriété 4 (formule 14)

Soient a, b deux réels non tous deux nuls. Il existe un réel a tel que, pour tout z € R :

. a . b
acosz + bsinz = rcos(z — ), r=+va?+b?, cosa=—, sina=-.
7 7
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Remarque — conséquences

— On peut aussi écrire acosx + bsinx = rsin(xz + ) avec cos f = % et sin3 = .
— Pour tout z € R: —r < acosz + bsinz < r, et les deux bornes sont atteintes (pour z = a et z = a + ).
— L’équation acosz + bsinx = ¢ admet des solutions si et seulement si |¢| < r.

Exemple 4

1. Ecrire sous la forme 7 cos(z — a), avec r > 0 : A(z) = v/3cosx +sinz et B(z) = cosz — sin z.
2. Montrer que, pour tout réel x :

a. V3cosz +sinz =2 < cos(z—F) =cosT;

b. cos3z + v3sin3x = —1 <= cos (3z — %) :cos%ﬁ.

Solution

1. A:r =2, cosaz@, sina:%,a:%:A(x):2cos(a:—%).B:r:\/§, cosaz%,sina:—g,
a=-2:B(z)=+v2cos(z+I).

2. a. V3cosx +sinx =2 <= 2cos|(

b. cos3x + V3sin3z = 2cos (Bz—%

)

s N . -
I’équation équivaut a cos (3z — %

- =42 = cos(m—%)z?zcos%.

— cog 2T
—COS3.

VI. Equations et inéquations trigonométriques

1. Equations de référence

Propriété 5 (formule 15)

Pour tout réel « :

— cosx=cosa < rz=a+2krouxr=—a+2kn, keZ;

— sinz =sina < rz=a+2krouxrx=nm—a+2kn, kE€Z;
—sia¢ {5 +kn|kel}: tanzx =tana < z=a+kr, kel

Remarque — cas particuliers

cost=0 < z=75+kr; sint =0 < w=kr; coszv=1 < z=2kr; sinz=1 < x =7 +2kn
(k € Z). Si |c| > 1, les équations cosz = ¢ et sinx = ¢ n’ont pas de solution.

Exemple 5

Résoudre dans R :
1. (El):cosxzé; (Eg):sinng; (E3) : tanz = /3.
2. (E4):cosx:—§; (E5):sinx:—§; (Eg) : tanz = —

V3
2,
Solution
L S = {F+2km |k €2} Sy = {§ +2hm 5 +2hn |k €L}; S3= {5 +kn |k e}
73 —? = cos3T : 5y = {:t%f+2k7r|k‘6Z}. —§ =sin(-%) : S5 = {—%—I—Zkﬂr; 4%+2k7r|kEZ}.
Y3 — tan (—%) : S = {~Z +kr | k€ Z}.
Exemple 6

Résoudre dans R, puis dans | — 7; 7], équation (Er) : cos 3z = sin (z + §).

Solution
sin (x4 §) =cos (§ —x— %) =cos (§ —x). Donc (Ey) <= 3z=% —z+2knoudr=-% +z+2kn <
ac:%—l-%roux:—%—l—kﬂ'(k‘e .

olg

Z)
Dans]—7r;7r]:—7r<%+%”§7r = — <l<:§%1 = ke {-2-10;1},et -7 < -F+krn<7m =
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k € {0;1}. Ensemble des solutions : {—111—2”; —%; — %5 Z—’r 5“}.

2. Inéquations

Méthode — résoudre une inéquation sur un intervalle (formule 16)

1. Résoudre I'équation associée et placer sur le cercle trigonométrique les points correspondants, ainsi que les
extrémités de I'intervalle d’étude.

2. Repérer larc (ou les arcs) ou 'inégalité est vraie : pour cosz > ¢, les points d’abscisse > ¢; pour sinz > ¢,
les points d’ordonnée > c¢; pour tan, on lit sur I'axe des tangentes en excluant § + k.

3. Traduire les arcs en intervalles contenus dans l'intervalle d’étude (attention aux extrémités).

Exemple 7

Résoudre dans I =] — ;7] :

1. (Eg):cosxgg; (Eg) :sinz > —1: (Eyg) : tanz < 1;

2. (E11): (2cosz — 1)(2sinz +v/3) < 0; (E12) : —v3 < tanx < @

Solution
1. (Bg): Ss=]-m—Z2]U[3;7]. (Ey) :sinz = —% pour z € {—%”; —%} et Sy :}—ﬂ'; —%[U]—%;ﬂ']. (Erp) :
sur chaque intervalle ol tan est définie, tanz <1 <= 2 < T +km; Sio = ]—77; —%T"[U]—g; ulg;=].
2. (B11) :2cosz—1>0 < z€]-%;%[et 2sinz+v3>0 < z ¢ }—W;—%[U]—%;T(]. Tableau de
signes sur I (valeurs remarquables —%’r, =&, %) ¢
z l—m—21 ] |5 | 1- %50 15
2cosx — 1 — — + —
2sinz + /3 + - + +
produit — + + -
Sy = }_ ’_L[ 15;7]. (E12) : sur chaque intervalle | —% + km; § + k7|, tan est strictement croissante

~e

(Eg) : cosmg“g (Eg) : sin:.r;>7%

Exemple 8

1. Résoudre dans R, puis dans [0; 27], I’équation v/3 cos x + sinz = /2.
2. Résoudre dans [0; 27] I'inéquation v/3 cos x + sinz > v/2.
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Solution

1. D’apres I'exemple 4 : v/3cosz+sinz = V2 <= cos(z— §) =cos ] <= z = 5T y2kmouw = — 5+ 2kn

(k € Z). Dans [0;27] : {%r’ 2%}
2. L’inéquation équivaut a cos (z — %) > @ Pour 2 € [0;27], on pose X =z — § € {_

intervalle, cos X > ? — X¢€ [—%' E[U}L’T' HT’T} D’ou S = [O' 5”{U] 23“'277}.

Cllw ).
’T} ; sur cet

SE]

' 4 4 » 12 12

Résumé : trigonométrie

N° Formule
1-2 cos(a Fb) = cosacosb L sinasinb
34 sin(a F b) = sinacosb F cosasinb
5 | cos2a = cos?a —sin?a =2cos’a—1=1-2sin’a
6 sin2a = 2sinacosa
-8 cos?a = %, sin®a = #
9-10 tan(a F b) = {anaEtant
11 tan 2a = ﬁtt;’r‘lfa
12 cosacosb = 2(cos(a + b) + cos(a — b)), etc.
13 cosp + cosq = QCOSL;qCOS %, etc.
14 acosx + bsinx = rcos(z — a), r = Va2 + b2
15 cosx =cosa < = ta+ 2krw
15 tanz =tana <= r=a+kn
15 sinz =sina <= r=a+2kroun —a+2krw
16 inéquation : cercle trigonométrique, arcs, intervalle
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