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Cours — Chapitre 07

Suites numériques
Bac Sciences Mathématiques - Lycée Qualifiant Ibn Hazm - Prof. El Koudri Hamza - 2026-2027

1ére

Plan du chapitre. I. Suites numériques : définition, raisonnement par récurrence, suites majorées, minorées,
bornées — II. Monotonie d’une suite numérique — III. Suites arithmétiques (définition, terme général, somme de
termes consécutifs, propriété caractéristique) — IV. Suites géométriques (définition, terme général, somme de
termes consécutifs, propriété caractéristique) — V. Exercices de synthése — Résumé.

Cadre. [ désigne une partie de N de la forme {n € N | n > p} (p € N). Les suites étudiées sont a valeurs réelles.
Dans les solutions, le symbole <= n’est écrit que lorsque chaque étape est réversible; sinon on écrit =—-.

I. Suites numériques : définition et bornes

1. Activité d’introduction

Activité 1

On considere la fonction f définie sur N par f(x) = 6z + % (la variable ne prend que des valeurs entieres
naturelles).

1. Calculer, lorsque c’est possible, f(0 ), f % ,
2. Exprimer f(n) pour n € N, puis f(n—l— 1) f(n).

Solution

L fl0O)=12et f(2) =124 3 = 37 . Enrevanche + ¢ Net -3¢ N : f( ) et f(—3) ne sont pas définis, car
f n’est définie que sur N.

2. Pour tout n € N, f(n) =6n+ 1 et f(n+1)— f(n) =6(n+1) —6n=6.

2. Définition d’une suite numérique

Définition 1 : suite numérique

— On appelle suite numérique toute fonction u définie sur N, ou sur une partie I de N, et a valeurs dans R.

— L’image d’un entier n € I par u est notée u,, (lire « u indice n ») plutdt que u(n); u, est le terme général
(ou terme de rang n) de la suite.

Remarque 1 : notations

— La suite u définie sur I est notée (up)ner; si I = N, on écrit (un)nen, (Un)n>0 ou simplement (u,); si
I = N*, on écrit (up)n>1.

— 1l ne faut pas confondre w41 (terme de rang n + 1) et u,, + 1 (terme de rang n augmenté de 1), ni ug, et
2Uy,.

Exemple 1 : suite définie par une formule explicite

3n + 2
dn+1°

On considére la suite (uy,) définie sur N par u,, =

1. Calculer ug, w1, us et us.
2. Exprimer u,11 en fonction de n, pour n € N.
3. Montrer que, pour tout n € N, 0 < u,, < 2.

Solution

2 5 8
1. u():T:2,u1:5:1,uz:§,U3:—.
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3m+1)+2 3n+5
4n+1)+1 4n+5
2(4 3 2 5
3. Soitn € N.Ona3n+2 > 0et 4n+1 > 0, donc u,, > 0. De plus 2—u,, = ol = Burd) n >0,
n+1 o dn+1
donc u, < 2.

2. Pour tout n € N : up g =

Exemple 2 : suite définie par récurrence

4
On consideére la suite (uy,) définie par ug = 3 et, pour tout n € N, up11 =4 — —.

Unp,
1. Calculer uy, ug, ug et ug (on admet provisoirement que les termes sont non nuls).

2. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, > 2 (ce qui justifie que w4+ est bien défini).

Solution
1u1—4—7 %u:él g %,U3—4—7—152,U—4 %
2. Initialisation : ug = 3 > 2. Hérédité : soit n € N tel que un > 2. Alors u, > 0, uyy1 est défini et
4 2(u
Uppl —2=2— — = g 0 (numérateur > 0, dénominateur > 0). Donc u,1+1 > 2. Conclusion
U

Un,
pour tout n € N, uy, > 2.

Un

3

Remarque 2 : modes de définition d’une suite

Une suite (uy,)ner peut étre définie :

— par une formule explicite : u, = f(n), ou f est une fonction définie (au moins) sur I; on calcule

directement n’importe quel terme;
— par récurrence : on donne le (ou les) premier(s) terme(s) et une relation qui permet de calculer chaque
terme & partir du (ou des) précédent(s), par exemple u,+1 = g(uy) O Upt2 = aUny1 + buy,. Pour calculer

u10, il faut en général calculer les termes précédents. Il faut aussi s’assurer que chaque terme est bien
défini (dénominateur non nul, radicande positif. . .).

3. Raisonnement par récurrence

Propriété — principe de récurrence

Soient p € N et P(n) une proposition qui dépend de l'entier n > p. Si
— (initialisation) P(p) est vraie, et
— (hérédité) pour tout entier n > p, P(n) = P(n+ 1),

alors P(n) est vraie pour tout entier n > p.

Méthode — rédiger une récurrence

1. Enoncer clairement la proposition P(n) et ’ensemble des entiers concernés.
2. Vérifier P(p).

3. Fixer un entier n > p, supposer P(n) (hypothése de récurrence) et démontrer P(n + 1).
4. Conclure : « d’apres le principe de récurrence, pour tout n > p, P(n) ».

Cours — Ch. 07 : Suites numériques




Lycée Qualifiant Ibn Hazm Prof. El Koudri Hamza 20262027

Exemple 3

1. Montrer que, pour tout n € N, 7" — 1 est divisible par 6.

- 1)(2n + 1
2. Montrer que, pour tout n € N*, > k2 = n(n + )6( n+ )
k=1
3. Soit a un réel positif. Montrer que, pour tout n € N, (1 + a)” > 1+ na (inégalité de Bernoulli).

Solution

1. P(n): « 6 divise 7" — 1 ». P(0) : 79 =1 =0 =6 x 0. Soit n € N tel que 7" — 1 = 6q avec ¢ € N. Alors
7 1 =7(T"-1)+6=6(7g+ 1) : P(n+ 1) est vraie. Conclusion : pour tout n € N, 6 | 7% — 1.

n+1
1)(2 1
2. Pourn=1:1= %. Soit n € N* tel que I’égalité soit vraie. Alors Z k2 = nin + )6( nt )—I—( +1)% =
k=1
n+1)(2n%+Tn+6 1 2)(2n + 3
( )( = ) = (n+ )(n—z ) ), qui est I'égalité au rang n + 1.

3. Pourn =0:12>1.Soit n € N tel que (1+a)” > 1+na. Comme 1+a >0: (1+a)"™ > (1+na)(l1+a) =
1+ (n+1)a+na®>1+ (n+1)a.

4. Suites majorées, minorées, bornées

Définition 2

Soit (u)ner une suite numérique.

— (un)ner est majorée s'il existe un réel M tel que : (Vn € I) up, < M (M est un majorant).
— (un)ner est minorée s’il existe un réel m tel que : (Vn € I) u, > m (m est un minorant).
—

un)ner est bornée si elle est a la fois majorée et minorée, c’est-a-dire s’il existe un réel K > 0 tel que
(Vnel) |uy| < K.

Exemple 4

— La suite de l'exemple 1 est bornée : (Vn € N) 0 < u,, < 2.

— La suite de ’exemple 2 est minorée par 2.

— La suite (wy,) définie sur N par w, = (—1)"n n’est ni majorée ni minorée : ws, = 2n dépasse tout réel
donné et wa,+1 = —(2n + 1) devient inférieur & tout réel donné.

Remarque 3

Un majorant (resp. minorant) n’est pas unique : si M majore (u,), tout réel M’ > M la majore aussi. Pour
montrer que (u,) est majorée par M, on étudie le signe de M — u,, ou l'on procéde par récurrence (suites
récurrentes), ou I’on utilise des encadrements.

Application 1

5n —1
On considere la suite (vy,) définie sur N par v, = .
n—+2
11
1. Montrer que, pour tout n € N, v,, =5 — .
n+2

2. En déduire que (vy,) est bornée, en précisant un majorant et un minorant.

Solution

.r 11 _ 5n410-11 _ 5n—1 _
1. Pour tout n € N: 5 — =5 = 75— = Tt = vp.

2. SoitnEN:n+222,d0n00<nl—_&ZS%,puiSS—%gvn<5. Ainsi (Vn € N) —%gvn<5:lasuite
est majorée par 5, minorée par —% (atteint pour n = 0), donc bornée.

I1. Monotonie d’une suite numérique
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1. Définitions

Définition 3

Soit (up)ner une suite numérique.
— (un)ner est croissante si : (Vn,m € I) n >m = u, > u,, ; strictement croissante si n > m — u, >
U
— (un)ner est décroissante si : (Vn,m € I) n > m = u, < u,,; strictement décroissante si n > m —-
Up < U
— (un)ner est constante si : (Yn,m € I) up = up,.
— Une suite croissante ou décroissante est dite monotone.

Remarque 4

— Si (un)n>p est croissante, alors (Vn > p) u, > u, : elle est minorée par son premier terme.
— Si (un)n>p est décroissante, alors (Vn > p) u, < u, : elle est majorée par son premier terme.
— Une suite peut n’étre ni croissante ni décroissante : c’est le cas de ((—1)") N’

2. Caractérisation et méthodes

Propriété 1

Soit (un)ner une suite numérique.

— (up)ner est croissante <= (Vn € I) upt1 > Uy ;
— (up)ner est décroissante <= (Vn € I) upt1 < uy;
— (up)ner est constante <= (Vn € I) upt1 = Up.

Les mémes équivalences sont vraies avec des inégalités strictes pour la stricte monotonie.

Remarque — démonstration du premier point

Le sens direct s’obtient avec m = n et n + 1 > n. Réciproquement, si ux4+1 > ug pour tout k € I, alors pour
n>m dans T : up — tm = S0 (U — ug) > 0.

Méthode — étudier la monotonie

1. Signe de la différence : étudier le signe de u,11 — u, pour tout n € I.

2. Comparaison du quotient a 1 : si tous les termes sont strictement positifs, comparer al(>1:

Unt1
n
croissante; < 1 : décroissante).

3. Formule explicite : si u,, = f(n) avec f monotone sur [p; +oo| (variations connues par le chapitre sur les
fonctions), alors (uy)n>p a la méme monotonie que f.

4. Suite récurrente : on démontre souvent 'inégalité u,+1 < u, (ou >) par récurrence, ou 'on factorise

Up+1 — Uy apres avoir encadré u,.

Exemple 5

Etudier la monotonie des suites suivantes :

1. (uy,) définie sur N par u,, = —4n + 7;

Ay 3n — 2
2. (vp)p>1 définie sur N* par v,, = g
= n
3. (wn)n>1 définie sur N* par w,, = S
Solution
1. Pour tout n € N, up41 — up = —4 < 0 : (uy) est strictement décroissante.

2. PourtoutnEN*,vn:3—%,doncvn+1—vn:2_ 2 _

T ﬁ > 0 : (vy)n>1 est strictement croissante.
Wn+41 n—+1

3. Pour tout n € N*, w,, >0 et —— = 5 .Or"Q—J;lgl<:>n+1§2n<:>nZl:c’estvraipour
Wn, n
tout n € N*. Donc (wy)y>1 est décroissante (elle n’est pas strictement décroissante car wy = wy = 3).
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Exemple 6

On consideére la suite (v,,) définie par vy = % et, pour tout n € N, v, 11 = 202 + %vn.
1. Calculer v1 et vs.

2. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, 0 < v,, < %.
3. Vérifier que, pour tout n € N, v,41 — v, = 20, (vn — %)
4. En déduire la monotonie de (vy,).

Solution

66 _ 33
1024 — 512°

2. P(O):O<%<%.Soitn€NtelqueO<vn<i.OnavnH:vn(%n—i—%) avecvn>0et%<21)n+%<1.
Donc vp41 >0 et vp1 < v, X1 < %.

2 _ 1 1
3. Unt1 — Up = 20, — 50 = 20y (vn — Z)‘

— 1, 1 _ 3. — 9 3 _
Lu=2Xg+1=5:02=2X g te=

. D’apres 2, v, > 0 et v, — % < 0: vpy1 — vy < 0 pour tout n € N. La suite (vy,) est strictement décroissante.

Application 2

On considere la suite (a,,) définie sur N par a, = v/n+1—/n.
1
vrn+1+n

2. En déduire que (a,,) est strictement décroissante et que, pour tout n € N, 0 < a,, < 1.

1. Montrer que, pour tout n € N, a,, =

Solution

L _WAFI- AT+ YR) _ (D) -7

" N RS
2. La suite (v/n + 14 y/n) est strictement croissante et a termes strictement positifs (somme de deux suites
strictement croissantes, la racine carrée étant strictement croissante sur R, ); son inverse (a,) est donc
strictement décroissante. Ainsi 0 < a,, < ag = 1.

ITI. Suites arithmétiques

1. Définition

Définition 4

Une suite (un)ner est arithmétique s’il existe un réel r tel que : (Vn € I) upy1 — u, = 7, c’est-a-dire
Up+1 = Uy + 7. Le réel r est la raison de la suite.

Exemple 7

1. On considere la suite (uy) définie sur N par u, = 7 — 3n. Montrer que (u,) est arithmétique et préciser sa
raison et son premier terme.

2. On considere la suite (s,,) définie sur N par s, = n?. Montrer que (s,) n’est pas arithmétique.

Solution

1. Pour tout n € N, wpy1 —up =7 —3(n+1) — 7+ 3n = —3 : suite arithmétique de raison r = —3 et de
premier terme ug = 7.

2. s1 — 89 =1 et s —s1 =3 : la différence de deux termes consécutifs n’est pas constante.

2. Terme général

‘ Propriété 2

Si (un)ner est arithmétique de raison r, alors pour tous n,p € I : up, = up+(n—p)r. En particulier u,, = ug+nr
(neN) et u, =u; + (n—1)r (n € N¥).
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Remarque — démonstration

Pour n > p: up —up = ZZ;; (up+1 —ug) = (n — p)r. Pour n < p, on échange les roles de n et p.

Exemple 8

On considére une suite arithmétique (u,) telle que ug = 10 et ug = 25. Déterminer sa raison r, son premier
terme ug et I’expression de u,, en fonction de n € N.

Solution

ug = ug + 57, donc 5r = 15 et r = 3. Puis ug = uz — 3r = 1 et, pour tout n € N, u,, =1+ 3n.

3. Somme de termes consécutifs

Propriété 3

Si (un)ner est arithmétique et p € I, alors pour tout n > p :

n
Up + U
D=ty + tpra o = (1= p 1) X B
k=p
remier terme + dernier terme n(n+1

c’est-a-dire (nombre de termes) x P ; . En particulier 1 +2+---+n = (;)
Remarque — démonstration (méthode de Gauss)
On note S la somme et on I’écrit dans les deux sens : 25 = ZZ:p(uk + Upyp—tk). O up + Upip_k =

up + (kK —p)r +up + (n — k)r = up + uyp : chacun des n — p + 1 termes vaut uy, + uy,.

Exemple 9

9
On reprend la suite (u,,) définie sur N par u, = 7 — 3n. Calculer Z U

k=0
Solution
0 7-20
Il y a 10 termes, ug =7 et ug = —20 : Zukzlox 5 = —65.
k=0

Exemple 10 : suite homographique et suite arithmétique auxiliaire

Su, — 4

On considére la suite (uy,) définie par ug = 3 et, pour tout n € N, up11 = - —1
Uy —

1. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, > 2 (donc u, # 1 et u,4+1 est défini). Calculer u; et us.
1

2. On considere la suite (vy,) définie sur N par v,, = B
Up —

a. Montrer que (vy,) est arithmétique et préciser sa raison.

b. Exprimer v,, puis u,, en fonction de n.
n

c. Exprimer en fonction de n la somme S,, = Z V-
k=0

Solution

3up —4—2 2 -2
1. ug=3>2. Siu, >2,alorsu, —1 > 0et upp1 —2= el Un + O

> 0. Donc u,, > 2 pour

Up — 1 Up — 1
toutnEN.PuisulzgetuQ:%:%.
1 -1 — 1
2. a. Upg1 = o — 2 = Z:—Z = (unun _)2+ = 14wy, : (vy,) est arithmétique de raison 1, et vy = 3_% = 1,
. 1 2n+3
b. vnzl—i—n;deun—2:%0ntlreun:2+n+l: TR
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vo + VU (n+1)(n+2)'

c. Sp=(Mn+1)x — = 5

4. Propriété caractéristique

Propriété 4

Soit (un)ner une suite numérique. (uy)nes est arithmétique <= (Yn € I) 2upi1 = Uy + Upt2-
En particulier, trois réels a, b, ¢ sont, dans cet ordre, trois termes consécutifs d’une suite arithmétique si et
seulement si 2b = a + c.

Remarque — démonstration

2Upt1 = Up + Uptpa <= Upt2 — Uptl = Upyl — Un. Oi cette égalité est vraie pour tout n, la différence
Up+1 — Up est constante (égale & up1 — up); la réciproque est immeédiate.

Exemple 11

1. Soit (uy) une suite arithmétique telle que uz + uz + ug = 27. Calculer us.
2. Déterminer trois réels a, b, ¢, termes consécutifs (dans cet ordre) d’une suite arithmétique, tels que
a+b+c=12 et abc = 28.

Solution

1. us + ug = 2us3, donc 3ug = 27 et ug = 9.
2. a+c=2bdonne 3b =12, b= 4. On note 7 la raison : a =4 —r, c = 4 +r et abc = 4(16 — r?) = 28 +—
12 =9 <= r € {-3;3}. Solutions : (a;b;c) = (1;4;7) ou (7;4;1).

IV. Suites géométriques

1. Définition

Définition 5

Une suite (un)ner est géométrique s’il existe un réel g tel que : (Vn € I) up41 = quy,. Le réel ¢ est la raison
de la suite.

Exemple 12

n+1
1. On considere la suite (u,) définie sur N par u,, = 5 Montrer que (uy) est géométrique.

2. On considere la suite (t,,) définie sur N par t,, = n2". Montrer que (¢,) n’est pas géométrique.

Solution

3n+2 3 3n+1 3 3
1. Pour tout n € N : upqq = ol = 3 X on = §un : raison ¢ = 3, premier terme ug = 3.
2. tg =0, t; =2 :si (t,) était géométrique de raison ¢, on aurait t; = gtg = 0, ce qui est faux.

2. Terme général

Propriété 5

Si (un)ner est géométrique de raison ¢, alors pour tous n,p € I avec n > p : u, = u, x ¢"P. En particulier
Un = upq" (n € N) et u, = ug ¢! (n € N¥).

Exemple 13

On consideére une suite géométrique (vy,) telle que vy = 12 et v5 = —96. Déterminer sa raison ¢, son premier
terme vy et I’expression de v,, en fonction de n € N.
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| Solution |

vs = v9 ¢°, donc ¢ = —8 et ¢ = —2 (un réel a une unique racine cubique). Puis va = vy ¢> = 4vy donne vy = 3;
pour tout n € N, v, = 3(—2)".

3. Somme de termes consécutifs

Propriété 6

Si (un)ner est géométrique de raison ¢ # 1 et p € I, alors pour tout n > p :

n B 1— qn—p—i-l
Z Uk = up X ?7
k=p q
1— qnombre de termes

c’est-a-dire (premier terme) X . Si g =1, la somme vaut (n —p+ 1) u,.

1—g¢q

Remarque — démonstration

Pourg#letmeN:(1—q¢)(1+q+---+¢™) =1—¢™" (les termes se compensent). 11 suffit de factoriser

Up * D hp Uk = Up 250 ¢

Exemple 14

On consideére les suites (uy,) et (v,) définies par ug = 2, up41 = %un + 1 et v, = up — 3 pour tout n € N.
1. Calculer uq, ug, vg et vy.
. Montrer que (v,) est géométrique de raison %

2
3. Exprimer v,, puis u,, en fonction de n.
4

10 o\ 11 10 9\ 11
. Montrer que ka =-3 (1 — (3) > et que Zuk =30+3 (3> .

k=0 k=0
Solution
l.ulzg—i—l:%,uQ—%—i—l:%S,vo 1,1)12—%
2. Upp1 = 2up+1—-3=2(u, —3) = 2u,
2\" 2\"
3.Un:—(§) et u, = 5

1—(2/3)11 11 ) 11
4. S0 v = wo x 1£2//; = -3 <1 (g) > Puis Y32 o up = Yilo(vg + 3) = f3+3(§) +33 =

30+3(§)11

4. Propriété caractéristique

Propriété 7

Soit (up)nes une suite & termes non nuls. (u,),es est géométrique <= (Vn € I) u2 41 = UpUpy2. En
particulier, trois réels non nuls a, b, ¢ sont, dans cet ordre, trois termes consécutifs d’une suite géométrique si
et seulement si b = ac.

Remarque — démonstration
2 2 Un+2 Unp+1 . p .
Les termes étant non nuls, uy, | = Uptpt2 < = : le quotient de deux termes consécutifs est
Un+41 Un
constant.
Exemple 15

Déterminer trois réels a, b, ¢, termes consécutifs (dans cet ordre) d'une suite géométrique, tels que a+b+c = 21
et abc = 216.
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| Solution

b?> = ac donne b? = abc = 216, donc b = 6. Aveclaraisonq;&O:a:g,c:6q, etg+6+6q:21 —

602 —15¢+6=0 < 202 —5¢+2=0 < g€ {2; %}. Solutions : (3;6;12) ou (12;6;3).

V. Exercices de synthese

Exercice d’application 1

3u 2
On consideére la suite (uy,) définie par ug = 3 et, pour tout n € N, w41 = "7:_2
Un

1. Montrer que, pour tout n € N, u,, > 2.
(2 —up)(up + 1)

2. a. Montrer que, pour tout n € N, w41 — uy =

Up + 2
b. En déduire la monotonie de (uy,).
—2
3. On considére la suite (vy,) définie sur N par v, = tn .
Up + 1

a. Montrer que (v,,) est géométrique ; préciser sa raison et son premier terme.
b. Exprimer v,, puis u,, en fonction de n.

n—1
c. Soit n € N*. Exprimer en fonction de n la somme .S,, = Z V-
k=0
n—1 2
d. En déduire ’expression, en fonction de n, de T}, = Z .
o Uk +1
Solution
u —
1. wp=3>2;siu, >2,alorsu, +2>0et upp1 —2= n m > 0. Par récurrence, u,, > 2 pour tout n € N.
Un
Bup +2—u —2u, —u24u,+2  (2—up)(up+1)
2. a. Unp+1 — Up = — — .
Up + 2 Up + 2 Up + 2
b. 2—u, <0, up+1>0, u,+2>0: uyr1 —uy, <0. La suite est strictement décroissante.
4u, +4 Up — 2 Uy + 2

_ 1 . g 1 g _ 1
= {Up : raison 7, premier terme vy = 3.

3. a. Upp1+1= , donc vp41 =

X
Uy + 2 un+2  4(up + 1)
n+1 2+v, 2x47tl41
b. vn:(i) .Devn(un+1):un—2:un(1—vn):2+vn,etvn7é1,doncun:1_UZ: ]
1—(1/49)™ 1 ( 1 )
Sy =ix — 7 —_(1-=].
CeRTAT T, T3 An
(uk + 1) = (uk = 2) 3 1 1 1
d. 1—vy, = T :Uk+1,doncTn:ZZZO(l—vk):n—Sn:n—g 1—4—n .
Exercice d’application 2
6
On consideére la suite (u,) définie par ug = % et, pour tout n € N, up41 = 3 )
—u,
1. Montrer que, pour tout n € N, 2 < u,, < 3.
2. Etudier la monotonie de (uy,).
-2
3. On considere la suite (v,,) définie sur N par v,, = Un 3
Uy —
a. Montrer que (v,) est géométrique ; préciser sa raison et son premier terme.
b. Exprimer vy, puis u,, en fonction de n.
10
1
c. Calculer la somme T = .
Solution
s ) 2(upn, — 2) 3(un — 3)
1. 2<3 <3 812<un<3,alor85—un>0,un+1—2:57>06tun+1—3:57<0.Par
— Up — Up

récurrence, 2 < u, < 3 pour tout n.

Cours — Ch. 07 : Suites numériques 9
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6—5 Z -2 -3
2. Upt1 — Up = = ﬁ"u—i_ Un _ (un 5 _)(Z" ) < 0 : (uy) est strictement décroissante.
mn n
2(up, — 2) 5—up 2 1/2
3. . — = = : = — = _1
B Ut = T 3un—3) 3T T

- 3un —2 _ 2+3(2/3)"
b. vn:_(%> s de vp(un —3) =un — 2t up = vp — 1 - 14 (2/3)" "

1 10 o 1-(2/3)" 210
c. vk:1+uk_3,donc w3 :vk—letT:Zkzlvk—loz—g XW—10:—12+2(§) .
Exercice d’application 3
2n+1 (_1)k 2n (_1)k
On considere les suites (ay,) et (by,) définies sur N par a,, = ,;0 F 1 et by, = kz::O T
1. Montrer que la suite (a,) est croissante.
2. Montrer que la suite (b,) est décroissante.
3. Montrer que, pour tout n € N, a,, < by,.
4. En déduire que (ay) est majorée et que (b,) est minorée.
Solution
-1 2n+-2 -1 2n+3 1 1 1
1.an+1—an:( ) —1—( ) = — = > 0.
2n+3 2n+4 2n+3 2n+4 (2n+3)(2n+4)
2. b by, = ! + L _ : <0
CoH T T TR+ 2 T 2n+3 0 (2n+2)(2n+3)
(_1)2n+1 1
3. b, —a, =— > 0.

m+2  2n+2
4. ap < by, <by=1": (ap) est majorée par 1. b, > a, > ap=1— % % : (bp) est minorée par 3

5-

Exercice d’application 4

2n
1
On considere la suite (up)p>1 définie sur N* par u,, = Z —.
k=n
, . 1 1 1 L. , n+1
1. Vérifier que, pour tout k € {n;...;2n}, o < z < —, et en déduire que, pour tout n € N*, 2 <up <
n n n
n+1
—
3n + 2

2. Montrer que, pour tout n € N*| w11 —u, = —

n@n+ )@2n+2)’ et en déduire que (uy)n>1 est décroissante.

Solution

1. Pourn <k < 2n: ﬁ < % < % La somme comporte 2n —n+1 = n+ 1 termes : (n+1)% <, < (n+1)%.

! 1 I n@2n+2)+n2n+1)—-2n+1)(2n+2
2. un+1=Zi7:7ﬁl%,doncun+1—un _ ) ( ) — ( )( )

—3n — 2
n(2n+1)(2n +2)

:2n+1+2n—|—2 n o n(2n+1)(2n + 2)

< 0.

Exercice d’application 5

On considere la suite (uy)n>1 définie par u; = 1, ug = 2 et, pour tout n € N*, up49 = 4upy1 — 3uy. On admet

que u, > 0 pour tout n € N* et on pose v, = Unil

1. Calculer ug, uy et vy. !

2. Vérifier que, pour tout n € N*, v, =4 — i

3. Montrer par récurrence que, pour tout n € I\?*, 1<v, <3.
4. Montrer que la suite (vy,)n>1 est croissante.

5. On considere la suite (ty,)n>1 définie sur N* par ¢,, = Z: : :13

Cours — Ch. 07 : Suites numériques 10
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a. Montrer que (t,),>1 est géométrique de raison =

g.
3"+1
b. Montrer que, pour tout n € N*, v,, = P
, 14 37!
6. Montrer par récurrence que, pour tout n € N*, u,, = —
Solution
1. u3 =8—-3=5,u4 =20—6 = 14, vlz%:
2. Upy1 = Un+-2 _ dtp g1 — 3up —4_3 Up, :4_3
Up+1 Un+1 Up+1 Un,
3(vp, — 1 -3
3. 1<v1:2<3.Si1<vn<3:vn+1—1:M>Oetvn+1—3:Un < 0.
Un Un
4oy, — 3 — v2 -1)(3 -
4. Upyy — vy = -2 U = DB =)
Dp Up,
_ (v, — 1 =il

5. 8. Upgp1 — 3 = Un et vpp1 — 1= M, donc t,41 = %tn. b. t; = % =-1,t,=— (%)n ; de

Un, Un

3—t, 3+3™m 3" +1
tn(vn_l)zvn 3:Un:1_tn:1+31—n:3n—1_|_1'

, il 3"+1 143t 1437

6. ulz%zl. Slun=1+32 ,alorsun+1:vnun:3nil+1x 5 =—
Résumé : suites numériques

Notion Définition

Méthode / formule

Suite majorée par M (Vnel)u, <M

signe de M — u,,, récurrence

Suite minorée par m (Ynel)u, >m

signe de u,, — m, récurrence

Suite bornée majorée et minorée

(3K > 0)(vn) un| < K

Croissante (Vn) upt1 > up signe de up11 — Up ; UZ—:I >1siu, >0
Décroissante (Vn) unt1 < up signe de Up41 — Un ; “Z“ <lsiu,>0
Arithmétique de raison r Uppl — Uy =T Up = up + (n—p)r; D up = (n—p+ 1)tetin
Géométrique de raison ¢ Up41 = G Unp Up = Up q" P ZZ:p up = up% (g #1)

arithmétique :
2b=a+c

Trois termes consécutifs

géométrique (non nuls) : b2 = ac

a,b,c
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