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Cours — Chapitre 06

Analytique du produit scalaire dans le plan
1" Bac Sciences Mathématiques - Lycée Qualifiant Ibn Hazm - Prof. El Koudri Hamza - 20262027

Plan du chapitre. I. Rappels — II. Expression analytique du produit scalaire ; droites (1. Expression analytique,
normes, distances, cosinus et sinus — 2. Vecteur normal et équation cartésienne d’une droite — 3. Distance d’'un
point & une droite) — III. Etude analytique du cercle (1. Equation cartésienne — 2. Ensemble 22442 4-az+by+c = 0
— 3. Intérieur, extérieur — 4. Représentation paramétrique — 5. Positions relatives d’une droite et d’un cercle —
6. Tangente en un point — 7. Exercices de synthese) — IV. Inégalité de Cauchy-Schwarz et inégalité triangulaire
— Résumé.

Cadre. Prérequis : produit scalaire (définition géométrique), calcul vectoriel, droites du plan, trigonométrie
du tronc commun. A partir de la partie I, le plan est rapporté 4 un repére orthonormé (0;%, 7). Dans les
solutions, <= n’est écrit que si chaque étape est réversible.

I. Rappels

1. Repére du plan

Définition

— Trois points O, I, J non alignés définissent un repére (O; I; J), noté aussi (0;7})) avec i’ = O_} et = 07};
le couple (7 7) est une base.
— La base (et le repere) est orthogonale si 7' L 7, normée si ||7]] = ||7]| = 1, orthonormée si elle est a la fois

orthogonale et normée.

2. Coordonnées d’un point, d’un vecteur, du milieu

Propriété

Dans un repere (0;7}7) :
—
— A(za;ya) <= OA=1xsT+ya); U(z;y) < U= 20+ yJ (couples uniques).
TA+TB yA+yB>
2 ’ 2 )

— E(mB —x4;yB — ya); le milieu de [AB] a pour coordonnées (

3. Formule trigonométrique du produit scalaire

Propriété

—

Pour @ # 0, ¥ # 0 et a une mesure de l'angle orienté (zf,\{f) o 4 -U = ||d|l [|V] cosa. En particulier
@-ﬁ:ABXAOXCOS@.

i=a?=|a?; AB?= AB?

=0 < @17; AB-CD=0 <> (AB) L (CD) (pour A# B, C # D).

— U
u

4. Déterminant de deux vecteurs

| Définition

a a

Pour i(a;b) et v(a’;b") : det(d;v) = by

=ab —a'b.  det(d;7) =0 <= 4 et U sont colinéaires.
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5. Vecteur directeur et équation cartésienne d’une droite

Propriété

— Un vecteur directeur d’'une droite (D) est un vecteur non nul de méme direction que (D).
— Toute droite admet une équation de la forme az + by + ¢ = 0 avec (a;b) # (0;0) ; le vecteur @(—b;a) est
alors un vecteur directeur.

6. Représentation paramétrique d’une droite

Propriété

La droite passant par B(zp;yg) et de vecteur directeur @(a; ) # 0 admet la représentation paramétrique

r=xp+al

teR.
y=yB+ Bt

7. Résolution graphique d’une inéquation du premier degré a deux inconnues

Propriété

La droite (D) : ax + by + ¢ = 0 partage le plan en deux demi-plans ouverts (D1) = {M(z;y) / ax +by+c > 0}
et (D7) ={M(z;y) / ax + by + ¢ < 0}. Pour savoir lequel convient, on teste un point hors de (D) (souvent O

s10¢( ))-

8. Valeurs trigonométriques usuelles et mesure principale

Propriété
Si cos @ et sinf sont connus, 6 est déterminé modulo 27 ; la mesure principale est celle de | — 7; 7). Par
exemple :

(cos B sin 6) EE =2 =8 [E5-0) [6=F

mesure principale | % -4 %’T _%T“ -z

I1. Expression analytique du produit scalaire ; droites

1. Expression analytique, normes, distances, cosinus et sinus

Activité 1
Soient @(x;y) et ¥(z’;y') deux vecteurs non nuls.
1. Développer (z7+ y7) - (/7 + 3'7) en utilisant 72 = 72 =1 et 7- 7= 0.
2. En déduire @ - 7 = zz' + yy’ et ||@]| = V2% + y2.
3. En déduire 'expression de cos ( u; 17) en fonction des coordonnées.
4. Pour A(xa;ya) et B(xp;yp), exprimer AB a 'aide des coordonnées.
5. Soit @ le vecteur tel que |||l = ||| et (z_[; w) =7 [27].
a. Montrer que wW(—y;x) et que (17/,\117) =z - (ﬁ, 17) [27].
_ o det(@: T
b. Calculer cos (17; u7) de deux facons et en déduire sin <1I; v) _ det(@; v)
Nl nall
Solution
1. zz'7% + (xy’ —i—yx)f T+yy'7? =z’ +yy.
2. Donc @ - ¥ = z2’ + yy/, puis ||u|] =144 =x°+y>
gy U-v zz'+yy’
3. cos (u,v) = Tamen — Ty
4, zﬁ(I‘B —2A;yB — ya), donc AB = \/(zp —x4)? + (yp — ya)?.
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5. a. Si @ =r(cospi+sinp]), alors W =r

Chasles.(vw)z( ) ( ):E% ip ;5

7+ sin(p + §)J7) = 7(—sin @7+ cos ¢ J), soit wW(—y; ).

b. D’une part cos (v u7) = cos (2 ( )) (u v) d’autre part cos (m) = IIUqﬂ.IﬁEH = _ﬁémﬁl’z =
det(;7)
llafl[o]] -

A retenir 1

Soient u(x;y) et v(x';y"), A(xa;ya) et B(xp;yp).

— - U=z’ +yy'; il =v2*+y?; AB=/(zp5 - xA)2d+ (yB —ya)*.
- . — u-vU — t(W; U

— Siu#0et v#0: cos (ﬂ'; 17) a0 HQ;,H et sin (ﬁ 17) © (u v)

o oo EE
— u-v=0 << ulv.

Exemple 1

On considére 4(3;1), ¥ =74 27 et @ = (2m + 1)7'— 27, ou m € R.
1. Calculer @ - ¥, ||| et ||7]].
2. Calculer cos (u;7) et sin (ﬁ; 17), puis la mesure principale de (11’; 17).
3. Calculer 4 - w en fonction de m, puis déterminer m pour que 4 | .
4. Pour A(2;—1) et B(—2;1), calculer AB.

Solution
. #-T=3x1+1x2=5;|d =+10; ||7]| = V5.
2. cos (6;17 = \/£\/5 = % = 72 ; det(;¥) =3 x2—1x1=5, donc sin (u v) = % Mesure principale : 7.
34 W=32m—+1)+1x(-2)=6m+1; @ L@ < 6m+1=0 < m=—¢.
4. AB=+/(-4)2+22=120=25
Remarque 1 — aire d’un triangle
cos(/ﬁ /ﬁ) ﬁ ﬁ et sin(ﬁ)—det(ﬁm

AB x AC ’ ~ ABx AC

1 —

— L’aire du triangle ABC' est = 5‘ E fﬁ ‘ (: $AB x AC x |sinBAC\); on a aussi S =

1| det(BC; BA)| = §|det(cT>4;C—B> .

Exemple 2

Calculer 'aire du triangle ABC avec A(1;—2), B(3;1) et C(—1;4).

Solution

AB(2:3), AC(—2;6) : det(AB; AC) =2 x 6 — (=2) x 3 = 18, donc § = L x 18 = 9 (unités d’aire).

Application 1

On considere les points A(2;1), B(—1;5) et C(6;4).
1. Calculer AB - AC et det(zﬁ;ﬁ).

. En déduire la nature du triangle ABC.
Calculer les distances AB, BC et CA.

a. Calculer cos (ﬂ, B?) et sin <E>1, B?)

=
b. En déduire la mesure principale de 'angle orienté (BA; @)
. Calculer l'aire du triangle ABC.

= 8902

ot
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Solution

. AB(~3;4), AC(4;3) : AB - AC = —12+ 12 = 0; det(AB; AC) = —3x 3 — 4 x 4 = —25.

. AB - AC =0 : le triangle est rectangle en A (et det # 0 : il n’est pas aplati).

AB_:> VI+16 =5, AC =5, BC = /72 + (—1)2 = 5y/2 : triangle rectangle isocéle en A.

a. BA(3;—4), BO(7;—1) : BA-BC = 21 + 4 = 25; det(BA; BC) = 3 x (1) — (=4) x 7 = 25. Donc
25 2 n— ?

COS:5X5\/§:7€tSI

b. Mesure principale : 7.
5. 5=1|-25/=%.

e

2. Vecteur normal et équation cartésienne d’une droite

Activité 2
Soit (A) : ax + by + ¢ = 0 avec (a;b) # (0;0).

1. Donner un vecteur directeur @ de (A).

2. Montrer que 7i(a;b) et @ sont orthogonaux. (On dit que 7 est un vecteur normal a (A).)
3. Soit (D) la droite passant par A(z4;ya) et de vecteur normal 7i(a;b).

a. Montrer que M € (D) <= 7i-AM = 0.

b. En déduire que M(z;y) € (D) <= a(x —za)+bly —ya) = 0.

Solution
1. @(=b;a).
2. n-u=—ab+ba = 0.
By s . _ T =
3.a. M € (D) < AM est colinéaire a un vecteur directeur @ de (D) <= AM L 7 (dans le plan,
les vecteurs orthogonaux & 7 # 0 sont exactement les multiples de ). b. On écrit @ - AM avec
AM(z — 243y — ya).

A retenir 2

— Un vecteur normal & une droite (D) est un vecteur non nul orthogonal & un vecteur directeur de (D).
— Si (D) : ax + by + ¢ = 0, alors 7i(a;b) est normal & (D) et @(—b;a) la dirige.
— La droite passant par A et de vecteur normal 77 est I’ensemble des points M tels que 77 - AM = 0.

Exemple 3

1. Donner un vecteur normal a (D) dans chacun des cas : a. 22+ 5y —3=0; b. %x —4=0;cy=-3.
2. Déterminer une équation cartésienne de la droite (D) passant par A et de vecteur normal 7 :

a. A(3;-2), @(2;—1); b. A(V3;—V3), 7(2v/3;V3).

3. Déterminer une équation cartésienne de la droite passant par A(—1;3) et de vecteur directeur u(2;5).

Solution

1. a. 7(2;5); b. ﬁ(%;0> (ou (1;0)); c. équation s’écrit Ox + 1y +3 =0 : 7(0; 1).
a. Méthode 1 : M(z;y) € (D) <= 2z —-3)—(y+2) =0 <= 2x—y—8 = 0. Méthode 2 :
(D):2x—y+c=0et A€ (D) donne 6 +2+c=0, c= —8.
b. 2v3(x — V3) + V3(y +v3) =0 <= 2v/32 4+ /3y —3 =0 (ou, en divisant par /3 : 2z +y — /3 = 0).

3. M e (D) « det(AM:i) =0 « 71 2

3 & =0 < 5(z+1)—2y—3)=0 < b5z—2y+11=0.
y_

Remarque 2 — droites perpendiculaires

Si(D):arx+by+c=0et (D):dz+by+c =0,alors (D) L (D) <= aad’+ bV =0 (les vecteurs normaux
sont orthogonaux).

Cours — Ch. 06 : Produit scalaire analytique 4



Lycée Qualifiant Ibn Hazm Prof. El Koudri Hamza 20262027

Exemple 4

Etudier la perpendicularité des droites (A) et (A') :

1. (A):3z—4y+1=0et (A):4x+3y—2=0;

2. (A):z—3y+5=0et (A"):224+y=0;
r=1+2t

3. (A):2z+y—1=0¢et (A): ,teR.
y=—-1+1¢

Solution

1. 3x44(—4)x3=0:(A) L (A).

2. 1 x2+4(—3) x1=—1+0: non perpendiculaires.

3. 1(2;1) est normal & (A) et 4(2;1) dirige (A’) : det(7;4@) = 0, donc @ est colinéaire a 7 : (A’) est
perpendiculaire & (A).

Application 2

Déterminer une équation cartésienne de la droite (D) dans chacun des cas :
1. (D) passe par A(2;—1) et a pour vecteur normal 7 (3; %) :
2. (D) passe par A(—1;4) et est parallele & (A) : 2z —3y+2=0;
3. (D) passe par A(2;3) et a pour vecteur directeur @(3; —1);
r=1+1¢

4. (D) passe par A(3;—2) et est perpendiculaire & (A) : o4 teR;
y=2-4
5. (D) passe par A(2;—3) et B(2;5);
==
6. (D) a pour représentation paramétrique v ,tER;
y=1+3t
7. (D) a pour équation réduite y = %x — %.
Solution
L 3z-2)+iy+1)=0 < 6z+y—11=0.
2. (D)i—3y+c:O;A€ (D): -1-124¢=0,c=13:2—-3y+13=0.
3. det(AM;4) = —(z—2)—3(y—3)=0 < x+3y—11=0.
4. 1(1;—4), directeur de (A), est normal & (D) : (x —3) —4(y +2) =0 <= x —4y — 11 =0.
5. AB(0:8) : (D) : & — 2= 0.
6. (D) passe par (2;1), de vecteur directeur (—1;3) : 3(x —2)+ (y—1) =0 <= 3z+y—7=0.
7. 12y =8z -3 < 8xr—12y —3 =0.

3. Distance d’un point a une droite

Activité 3

Soient (D) : ax 4+ by + ¢ = 0 de vecteur normal 7i(a;b), A(z4;y4) un point et H son projeté orthogonal sur
(D).

. !
\
A
\
\

\

v
H

1. Justifier que axy + byg = —c et que, si A ¢ (D), ﬁ et 7 sont colinéaires.
2. En déduire AH - i = —(aza + bya + ¢) et |AH - 7| = AH ||fi].
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laxa + bya + ¢
va? + b?

3. En déduire que AH = . (La distance AH est la distance de A a (D), notée d(A4; (D)).)

Solution

1. He (D); AH est orthogonal a la direction de (D), donc colinéaire & 7.
2. AH-i=a(xg—x4)+b(yg —ya) = —c—axs —bya; et, pour deux vecteurs colinéaires, ]ﬁﬁ\ = AH |7
(le cosinus vaut £1; égalité triviale si A = H).

3. On divise par ||77|| = Va? + b? # 0.

A retenir 3

laxa + bya + ¢
Pour (D) :ax+by+c=0et A(x4; : d(A; (D)) = .
(D) : ax + by @aiga):  d(Ai(D) = AT
Exemple 5

Calculer la distance du point A(4; —1) a la droite (D) : 22 — 3y +2 = 0.

Solution

C8+3+2] 13
VA+9 Vi3

d(4: (D)) Vi3,

Application 3

Calculer la distance du point A & la droite (D) :
1. A(l;4) et (D) :z+y—1=0
2. A(=2;1) et (D) :3z—4y+5=0

r=2+t
3. A(3;2) et (D) : ,teR.
y=—1+2t
Solution
1441 _ 4 _
1 B _ﬂ_z\/i.

|—6—4+5]
9. =64l g,

3. (D) passe par (2;—1), dirigée par (1;2) : (D):2x —y—5=0,et d= |6_55_5| =

S

I11. Etude analytique du cercle

1. Equation cartésienne d’un cercle

Activité 4

A. Soit (C) le cercle de centre £(2; —1) et de rayon /5.

1. a. Calculer QA, QB, QC pour A(4;0), B(3;1), C(0;1). b. Lesquels de ces points sont sur (C)?

2. Soit M (z;y). Exprimer QM en fonction de x et y, puis montrer que M € (C) <= (v —2)?+ (y+1)? =5.
B. Soit (C) le cercle de centre (a; b) et de rayon R > 0. Montrer que M (z;y) € (C) <= (v—a)?*+(y—b)% =
R?, puis que cette équation s’écrit x? + y? — 2ax — 2by + ¢ = 0 avec ¢ = a® + b*> — R TN

C. Soient A(1;0) et B(3;2), et (C) le cercle de diametre [AB]. Justifier que M € (C) <= AM -BM =0,
puis en déduire une équation de (C).

Solution

A 1L QA= ViFT1=+5,QB=VI+4=+5QC =4+4=2V/2: A Bc (C),C¢(C).2 QM =
Ve —=22+y+1)2et M € (C) < QM =5 <= QM? = 5 (distances positives). B. Méme
raisonnement ; end_é\;eloppant c 22 +y?—2ax—2by+a?+b2—R?2=0.C.Pour M # A,B: M € (C) — AMB
est droit <= AM - BM = 0; A et B vérifient aussi I’égalité. D’ou (x — 1)(z — 3) + y(y — 2) = 0, soit
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2492 —4z—2y+3=0.

A retenir 4

1. Le cercle C(£2; R) de centre Q(a;b) et de rayon R > 0 a pour équation (z — a)? + (y — b)? = R?, soit
22+ y? — 2ax — 2by +c = 0 avec c = a® + b*> — R2. SN

2. Le cercle de diametre [AB] est I’ensemble des points M tels que AM - BM = 0; son équation est
(z—za)(z—2B)+ (y —ya)(y —yp) = 0.

Exemple 6

Déterminer une équation cartésienne du cercle (C) :

1. de centre Q(—1;3) et de rayon 3v/2;

2. de centre ©(2;1) passant par A(—1;5);

3. de diametre [AB] avec A(—3;1) et B(5;—3);

4. de centre (1; —2) et tangent a la droite (A) : 3z —y + 5 = 0.

Solution

1. Méthode 1 : (x+1)?+ (y—3)2 =18 += 22+ 9%+ 22— 6y — 8 =0. Méthode 2 : c=1+9— 18 = -8,

2. R=QA=/9+16=5;c=44+1-25=—-20: 22+ y? — 4z — 2y — 20 =0.

3. Méthode 1 : (x+3)(x —5)+ (y—1)(y+3) =0 < 22+ y? — 2z + 2y — 18 = 0. Méthode 2 : centre
Q(1; 1) (miliew), R = 4B = Y8LHO — 9\/5 c=1+1-20=-18.

4. Le rayon est la distance du centre a la tangente : R = % =v10;c=14+4-10=-5:22+9y> -2z +
4y —5=0.

Application 4

Déterminer une équation cartésienne du cercle (C) :

de centre Q(3; —2) et de rayon 4;

de centre Q(1; —3) passant par A(4;1);

de diametre [AB], avec A(2;—1) et B(2;3);

de centre ©(2;1) et tangent a (A) : 3z +4y+5=0;

circonscrit au triangle ABC, avec A(5;5), B(—2;4) et C(6;—2);

passant par A(3;4) et B(—1;0), et dont le centre appartient & (D) : 2z —y — 3 = 0.

SR

Solution

c=94+4-16=-3:22+9y%2—62x+4y—3=0.
R=v9+16=5c=1+9-25=—-15:22+y> —2z+ 6y —15=0.

(z—22+ W+ 1Dy—3)=0 < 22+3y> -4z —2y+1=0.

R=1HEl 3 ey 11 -9=—4:22+y® 422y —4=0.

On cherche 22442 +ax+by+c=0: A :5a+5b+c= —50; B: —2a+4b+c= —20; C : 6a—2b+c = —40. Par
différences : Ta+b = —30 et 8a —6b = —20, dotta = —4, b= —2, puisc = —20: 2>+ 9> — 4 —2y—20 =0
(centre (2;1), rayon 5).

6. Le centre est sur la médiatrice de [AB] : milieu (1;2), zﬁ(—él; —4),doutz+y—3=0. Avec2z—y—3=0:
Q21),R=QB=9+1=v10:22+y? — 42 —2y—5=0.

> 8O

2. Ensemble des points M(z;y) tels que 2% + y? +ax + by +c =0

Activité 5

Soient a, b, ¢ des réels et (I') I'ensemble des points M (z;y) tels que 22 + y? + ax + by + ¢ = 0.
2 a?+b> —4c
-
a’® +b% — 4c
—

1. Montrer que M € (I') < (z+ %)2 n (y—i— %)

2. Soit (—%; —%). En déduire que M € (T') <= QM? =

3. En déduire la nature de (T) selon le signe de a? + b* — 4c.
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Solution

1. Forme canonique : 22 4 ax = (z + %)2 — %, de méme pour y. 2. Immédiat. 3. Voir ci-dessous.

A retenir 5

Soit (T') : 22 4+ y? +az + by + c = 0, avec (a;b;c) € R3, et Q (—%; —%).

/2 b2 — 4
— Sia?+b>—4c>0: (T) est le cercle de centre et de rayon R = %.

— Sia?+b2—4c=0:(T)={Q}.
— Sia?2+b—4c<0: () =g2.

Exemple 7

Déterminer la nature de (T') : 1. 22 +y%? —62+2y+1 = 0; 2. 22 +y>+22+8y+20 = 0; 3. 22 +y? —8x+6y+25 = 0.

Solution

1. Méthode 1 : a® +b? —4c=36+4—4 =36 > 0 : cercle de centre (3; —1), de rayon $ = 3. Méthode 2 :
(x—32-9+@y+1)2-1+1=0 < (z-3)2+(@w+1)?2=09.

2.44+64—-80=-12<0: () =@ (en effet (v +1)% + (y +4)? = -3).

3.64+436—100=0:(z—4)2+(y+3)2=0 « z=4dety=—3:(T)={Q4;-3)}.

Application 5

Déterminer la nature de (T') : 1. 22 +y?+32—2y+4 =0; 2. 22 +9?> +42—6y—3 =0; 3. (v +3)>+(y—1)2 = 0;
4. 22 4 y? = 4.

Solution

1.944-16=-3<0: 0.

2. 16 +36 + 12 = 64 > 0 : cercle de centre (—2;3), de rayon 4.
3. {(-3;1)}.

4. Cercle de centre O, de rayon 2.

3. Intérieur et extérieur d’un cercle

A retenir 6

Soit (C) le cercle de centre Q et de rayon R, d’équation 22 4+ 4% + ax + by +c = 0, et M (zar;ynr)-
— M€e(C) & QM =R < 23, +y3; +azxy +bym +c=0.
— M est intérieur & (C) <= QM < R < 2%, +y3, + axp +byy + ¢ < 0.

— M est extérieur a (C) < QM > R < 23, + yi; + azn + byy + ¢ > 0. (En effet 23, + y3; + azy +
bym + ¢ = QM? — R2)

Exemple 8

1. Position de M par rapport a (C) : a. C(2(1; —2);2) et M(3;1); b. (C) : 22 +y? +4x — 2y =0 et M(—1;1).
2. a. Déterminer I'ensemble des points M (z;y) tels que x2 + y? + 22 — 4y — 4 = 0.

b. Résoudre graphiquement z? 4 y? + 2z — 4y — 4 < 0.

¢. Résoudre graphiquement = + y > 0.
2 +y2 42 —4y—4<0

d. Résoudre graphiquement le systeme
z+y>0

Solution

1.a. QM =4+9=1+13>2: M est extérieur. b. 1 +1 -4 —2 = —4 < 0 : M est intérieur.
2. a. 4416+ 16 = 36 > 0 : cercle (C) de centre Q(—1;2) et de rayon 3.
b. Les solutions sont les couples (z;y) des points intérieurs a (C) (cercle exclu).
c. (D):x+y=0;]lepoint (1;0) vérifie 1 > 0 : solutions = demi-plan ouvert situé du c6té de (1;0), droite

Cours — Ch. 06 : Produit scalaire analytique 8



Lycée Qualifiant Ibn Hazm Prof. El Koudri Hamza 20262027

exclue.
d. Intersection de l'intérieur du disque et du demi-plan (région colorée, frontieres exclues) :

Application 6
1. Position de A par rapport a (C) : a. C(Q(2; —1);vV13) et A(=1;1);b. (C) 12?2 +y? —dx+2y—4=0cet

A(4;2).
2. a. Déterminer la nature de (T) : 224+y2 —42—2y+1 = 0. b. Résoudre graphiquement 2% +y%—4z—2y+1 < 0.
3. a. Résoudre graphiquement = — y — 1 < 0. b. En déduire les solutions du systeme
224y’ —dr—2y+1<0
r—y—1<0
Solution

l.a. QA=/9+4=13: A€ (0C). b.16+4—-16+4—4 =4 >0 : A extérieur.

2. a. 164+4—4=16 > 0 : cercle de centre (2;1), de rayon 2. b. Intérieur de ce cercle.

3. a. O vérifie —1 < 0 : demi-plan ouvert contenant O, limité par y = x — 1. b. Intersection des deux régions
(le centre (2;1) est sur la droite : ¢’est un demi-disque ouvert) :

Y )
s y=x—1
rd
e s
~ ’
rd
’ M
4 4 \
v ’
7 \
’ 1
1 ,‘ i
\! / Q !
A / >
\ 7 -
, ;
O >1 ’ X
Y -
s -~ -
¥ e
s
s
’,
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4. Représentation paramétrique d’un cercle

Activité 6
Soit (C) le cercle de centre Q(a;b) et de rayon R.

=~

Partie 1. Soit M (z;y) € (C) et 6 une mesure de <f, QM)

— — —
1. Montrer que 7- QM = Rcosf et 7- QM = Rsinf (on remarquera que <j; QM> =0 =D
2. Exprimer aussi 7’ QM et 7 QM a laide de z, y, a, b, et en déduire x = a + Rcosf, y = b+ Rsind.

r=a+ Rcosf

Partie 2. Montrer que : M (z;y) € (C) < I R:
y=>b+ Rsin6

Solution

Partzel 1. QM—lxRCOSH e QM = Rcos (0 — %) = Rsind. 2. m(x—ay b) donne 7 OM=z—a

et 7" QM =y —b. Partie 2. Le sens direct est la partie 1. Réciproquement, si x = a + Rcosf et y = b+ Rsin 6,
alors (z — a)? + (y — b)? = R%(cos? 0 +sin?0) = R? : M € (O).

A retenir 7

3 ] .. x=a+ Rcosd
Le cercle de centre Q(a; b) et de rayon R admet la représentation paramétrique , 0 €eR.

y=>b+ Rsinf

Exemple 9

1. Donner une représentation paramétrique du cercle : a. de centre Q(—1;4) et de rayon 3; b. (C) : 22 + y? +
4dr — 2y — 11 =0.

=2+ +v3cost
2. Déterminer ’ensemble (C') défini par {QU Y ,0eR.

y=—1++/3sin6

3 . B . . r=—2+4cost
3. Déterminer une équation cartésienne de (C) : ,teR.
y =3+ 4sint
Solution
x=—143cosf x=—2+4cos0
1. a. ,0 €R. b. (x+2)%+ (y —1)2 =16 : centre (—2;1), rayon 4;
y=4+3sind y=1+4sind
6 € R.

2. (x—2)%+ (y+1)% = 3(cos? 0 + sin? §) = 3; et réciproquement (retenir 7) : cercle de centre (2; —1) et de

rayon\/g.
3. (x+2)2+(y—3)?%=16 < x2+y>+42—6y—3=0.
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Application 7

1. Représentation paramétrique du cercle : a. de centre Q(—2;3) et de rayon v/5; b. (z +1)2 4 (y — 4)? = 4;
c. 22 +y? —4x + 10y + 20 = 0.

(0,t € R).

, ) o r=—-3+4+2cosf T =2+ cost
2. Equation cartésienne du cercle : a. ; b.

y=1+2sind y =sint

Solution

l.a. £ = —2++/5cosf, y =3 ++/5sinf. b. = —1 + 2cosd, y = 4+ 2sinf. c. (x—2)2+ (y+5)2=9:
x=2+43cosb, y=—5+3sinf (6 € R).

2.8 (z+3)2+(y—12=4 < 22+9y?+62—-2y+6=0.b. (z—2)2+9°=1 < 22+ -42+3=0.

5. Positions relatives d’une droite et d’un cercle

A retenir 8

Soient (C') un cercle de centre 2 et de rayon R, (D) une droite et d = d(€; (D)).

d>R d=R d<R
(D) extérieure : (D)N(C) =@ | (D) tangente : (D)N (C) ={H} | (D) sécante : (D) N (C) = {A; B}

. (D)
|
H
' 1 (D)
[ A/—\B
I . (D)
| |
Qi Q4
d>R d=R d<R
Exemple 10
Etudier I'intersection de (D) et (C) :
1. (D):x+y—3=0;(C): 22 +y? -2z +4y —5=0;
2. D):x—2y+6=0;(C): (z+1)%2+(y—5)?%=5;
3. (D):z2=3;(C): 22 +y? =4.
Solution
1. Q1;-2), R = VI+4+5 = V10; d = '1‘\5;3‘ = 2v2 < V10 : sécante. M € (D) N (C) <+
— 3 3
Y v — {Y g 122 —6z+8=(x—2)(z—4):
>+ B3-1)2-2x+43—-2)-5=0 222 — 122 +16=0

points A(2;1) et B(4;—1).
2. Q(=1;5), R=+/5,d= L\/lg()%‘ =+/5 = R : tangente. x = 2y — 6 donne (2y —5)2 + (y —5)2 =5 =
5y — 30y +45=0 <= (y —3)? =0 : point de contact H(0;3).

3. 2=0,R=2,d=3>2:(D)Nn(C)=o.

Application 8

Etudier Vintersection de (D) et (C) :
1. (D):z—y+1=0;(C):2?+9y? -4z — 2y —5=0;
2. (D):3z+4y—30=0; (C) : z? + y? + 2z — 4y — 20 = 0;
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3. (D):y=—-z+5; (0): 2> +y*>=8.

Solution

1. Q2;1), R=+10,d = |2_\};1| =2 < R:sécante; y = x+1 donne 202 —42—6 =0 <= (z+1)(z—3) =0:
points (—1;0) et (3;4).

2. Q(-1;2), R=5,d = F?’Zﬂ = 5 = R : tangente; le point de contact est le projeté de Q : H =
Q-+ 22(3;4) = (2;6) (controle : 6+ 24 — 30 = 0).

3. d= % = # > 24/2 : intersection vide.

6. Tangente & un cercle en un point

Activité 7
Soient (C') le cercle de centre Q(a;b), A(xa;ya) € (C) et (T) la tangente a (C') en A.

1. Donner un vecteur normal a (7). .
2. En déduire que M € (T) <= AG - AM = 0, puis que M (z;y) € (T) < (a—xa)(x —x4) + (b—
ya)(y —ya) =0.

Solution

1. La tangente en A est perpendiculaire au rayon [Q2A] ﬁ est normal & (7). 2. Retenir 2, puis écriture
analytique du produit scalaire.

A retenir 9

—
La tangente (T") au cercle (C') de centre © au point A € (C) est 'ensemble des points M tels que A AM = 0.

Exemple 11

Vérifier que A € (C), puis déterminer une équation de la tangente a (C) en A :
1. (C): 2% +y% —4x+2y =0, A(4;0)

2. (O): (a:—i—l) (y—2)2=09, A(2;2)

3. (C):a? +y2 =1, A (% @)

Solution

r—y—+2=0.

Application 9

Vérifier que A € (C'), puis déterminer une équation de la tangente a (C') en A :
1. (C): 2%+ 9% +4x — 2y — 20 =0, A(1;5)

2. (C): (w—1)2+ (y+2)> =125, A(4;2)

3. (C): 2% +y? =10, A(3;-1).

Solution

1 14+2544-10-20=0; Q(-2;1), AQ(— 3(z—1)—4(y—5) =0 < 3z +4y—23=0.
2.9+16=25;E(—3;—4>.3a;+4y—20_0.

3.9+1=10; AB(-31): —3(c—3)+(y+1)=0 < 3z —y—10=0.
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7. Exercices de synthese

Application 10 — syntheése

Déterminer les tangentes au cercle (C) : (z —1)% + (y +2)? = 25 qui sont paralleles & la droite (D) : 4z 43y = 0.

Solution

Une telle tangente a une équation 4z + 3y + ¢ = 0 et vérifie d(2; (7)) = 5 avec Q(1;—-2) : w =5 «<—
lc — 2| =25 <= ¢ =27 ou ¢ = —23. Réciproquement, ces droites sont paralleles & (D) et a distance R du
centre : ce sont des tangentes. Réponse : 4z + 3y + 27 =0 et 4x + 3y — 23 = 0.

Application 11 — syntheése

Vérifier que A(4; —3) est extérieur au cercle (O) : (z — 1)? + (y — 1)? = 5, puis déterminer les tangentes a (C')
passant par A.

Solution

QA =+9+16=>5> /5 : A est extérieur. La droite verticale = 4 est & la distance 3 # V5 de Q : ce nest
pas une tangente. Les autres droites passant par A s’écrivent y + 3 = m(x — 4), soit mz —y — 4m — 3 = 0.
Tangente <= W_:%_S' =6 = (Bm+4)?2=5m?>+1) < 4m? +24m + 11 = 0; discriminant

576—176:400,m:—% oum:—%.Tangentes:x+2y+2:Oet 11z + 2y — 38 = 0.

Application 12 — syntheése

Pour m € R, soit (Cy,,) 'ensemble des points M (z;y) tels que x2 + 32 + (2m — 2)z + (2m + 2)y — 4m — 2 = 0.

—_

. Montrer que (Cy,) est un cercle; préciser son centre €2, et son rayon R,,.
2. Déterminer ’ensemble (D) des centres €, lorsque m décrit R.

3. Montrer que tous les cercles (C),) passent par deux points fixes A et B.
4. Montrer que (D) L (AB).

Solution

L. a2 +b*—dc=(2m —2)2 + (2m +2)2 +16m +8 = 8m? + 16m + 16 = 8((m + 1)+ 1) > 0 : cercle de centre
(1 —m; —1 —m) et de rayon R,,, = /2(m + 1) + 2.

2. SiQp(z;y) : x—y = 2. Réciproquement, tout point (z; x—2) est 2, pour m = 1—x. Donc (D) : z—y—2 = 0.

3. L’équation s’écrit 22 + y? — 20 + 2y — 2+ 2m(xz + y — 2) = 0. Un point est sur tous les (C,,) <=
r+y—2=0etz?+9y?—22+2y—2=0;avecy=2—2:22x2—-82+6=0 < z =1 ou z = 3. Points
fixes : A(1;1) et B(3;—1).

4. AB(2;-2) et @(1;1) dirige (D) : AB - @ =0, donc (D) L (AB).

IV. Inégalité de Cauchy-Schwarz et inégalité triangulaire

Activité 8

Soient 4 et ¥ deux vecteurs du plan.

1. Montrer que ||@|| ||0]| > |@ - U], avec égalité si et seulement si @ et ¥ sont colinéaires.

2. En déduire que, pour tous réels z,y, 2,y : (x? + %) (2 + y?) > (x2’ + yy').

3. Montrer que ||@ + ¢]| < ||@]| + ||¥]|, avec égalité si et seulement si @ et ¢ sont colinéaires de méme sens ou
I'un d’eux est nul.

4. En déduire que ||@ — 7| > |||a]| — ||7] |-

5. Soient n € N* et 1y, ..., 4, des vecteurs. Montrer par récurrence que ||>°1; @] < >0, |4

Solution

1. Sil’'un est nul, c’est clair. Sinon |- 7| = ||| ||T|| | cos 8] < ||]| ||¥]|, avec égalité <= |cosf| =1 <= 6 =0

ou 7 [2m] <= colinéaires.
2. On applique 1 & @(x;y) et ¥(2';y’) et on éleve au carré (quantités positives).
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— 012 112 - = -2 112 — —| (12 — — , o, 2 - - — —
3. 1T+ 3" = lla)” +2a - 5+ |7 < [lall” + 2|l |17] + 191" = (Il + |9])?; égalité = @- o = ||| ||7],
i.e. colinéaires de méme sens (ou un vecteur nul).
4. ||d|| = (@ — V) + 0| < |4 — || + ||7]|, et de méme en échangeant les roles.

+1 o

5. Vrai pour n = 1; si c’est vrai au rang n, alors Hzizl || < |20y @il 4 N || < S0 ||| (question 3

puis hypothese de récurrence).

A retenir 10

Pour tous vecteurs @ et U :

1. Inégalité de Cauchy-Schwarz : |u-¢] < ||d]| ||0]]; égalité <= @ et U colinéaires.

2. Inégalité triangulaire : ||u + 0| < ||d|| + ||7]|; égalité <= colinéaires de méme sens, ou 1'un des deux

nul.
Remarque 3 — généralisation de l’inégalité triangulaire
Pour tout n € N* et tous vecteurs @y, ..., 4, : |2 iy @l < Xy @il

Application 13

1. Soient z,v, z,t des réels. A Paide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que :
a. (4+2%)(1+¢%) > (z+2y)%; b. (2 + ) ((z + 2)* + (y + 1)) > (at — y2)*.
2. A laide de P'inégalité triangulaire, montrer que, pour tous réels = et y : /(z — 2)2 + 32+ /22 + (y — 2)2 >

2V/2.

Solution

1. a. d@(x;2) et 9(1;y) : @-7=x+ 2y, ||@||* = 22 +4, |7]|* = 1 + y?; Cauchy-Schwarz élevée au carré donne
le résultat.
b. @(z;y) et Fy+t—(z+2):@-T=ay+t)—yle+2) =zt —yz et |7 = (z +2)2 + (y + )%
2. i(x — 2;y) et T(—x;2 —y) : @+ U= (—2;2), de norme 2v/2; donc ||@|| + ||¥]| > ||@ + ¥|| = 2v/2.

Résumé : analytique du produit scalaire

Notion Formule (repére orthonormé)
Produit scalaire, norme @-7=xx' +yy'; ||d| = /22 +y2; AB= /(x5 —24)2 + (yp — ya)?
Angle coS (ﬁ) = m ; sin (ﬁ) = (Tlii\(lﬁﬁﬂ)
Aire d’un triangle S=13 det(ﬁ; ﬁ)
Droite ax + by + ¢ =0 : 7i(a;b) normal, 4(—b;a) directeur;
(D) L (D) <= ad +b0' =0
Distance point—droite d(A; (D)) = %
Cercle (x —a)? + (y — b)? = R?; diametre [AB] : MA-MB =0
224+ y’+ar+by+c=0 cercle, point ou vide selon le signe de a? + b% — 4c
Représentation paramétrique | © =a+ Rcosf, y=b+ Rsinf, 6 € R
Droite et cercle comparer d(£2; (D)) et R
Tangente en A AQ-AM =0
Inégalités @3 < @l 131 @+ 7l < @] + 7]
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