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1ére

Plan du chapitre. 1. Extension et compréhension — 2. Inclusion et égalité — 3. Ensemble des parties — 4.
Complémentaire — 5. Intersection — 6. Réunion — 7. Regles de calcul — 8. Différence — 9. Différence symétrique
— 10. Produit cartésien — Exercice de révision.

Lien avec le chapitre 01. Chaque opération sur les ensembles traduit un connecteur logique : « et » < N, «
ou » ¢ U, négation < complémentaire, implication <+C, équivalence <+=. Les démonstrations utilisent donc les
lois logiques et les raisonnements du chapitre 01.

I. Généralités sur les ensembles

1. Ecriture en extension et en compréhension

Définition 1 : Ensemble, élément

Un ensemble E est une collection d’objets appelés éléments. Si x est un élément de E, on écrit x € F (« x
appartient & E »); sinon on écrit x ¢ E. L’ensemble qui ne contient aucun élément est ’ensemble vide, noté
.

On décrit un ensemble :

— en extension : en énumérant ses éléments entre accolades, par exemple {1;3;5};
— en compréhension : par une propriété caractéristique de ses éléments, A = {z € E / P(x)}, ce qui
signifie : (Vo € E) z € A <= P(xz).

Un diagramme de Venn représente un ensemble par une région du plan limitée par une courbe fermée.

Exemple 1

< <
X
—= _2

[SSREEN|

1. Ecrire en extension : A = {:E eZ/ —

Z | z(z — 2)(x? — 3) = 0}.
2. Ecrire en compréhension : E = {1;4;7;10;...}; F ={2;6;10;14;...}; G = {1;8;27;64;...}.

}; B={zeR/2*°+22+5=0}; C={z ¢

Solution

1. —% ~ —233 et % =25, donc A = {—2;—1;0;1;2}. Le discriminant de 2 + 2z + 5 est 4 — 20 = —16 < 0,
donc B=g. z(z —2)(22 - 3) =0 <= z € {0;2; —/3;V3} et £/3 ¢ Z, donc C = {0;2}.
2. E={3k+1/keN}; F={4k+2/keN}; G={n®/ne N}

2. Inclusion et égalité

Définition 2 : Inclusion, égalité

Soient A et B deux parties d’un ensemble F.

— A est incluse dans B, et on note A C B, si tout élément de A appartient &8 B: A C B < (Vz €
E) (re A=z € B).

— Par négation: A¢ B <= (Jz € E) (r€Aetz ¢ B).

— A=B < (Vz€F) (xr€ A < =z € B), cest-a-dire A=B <= (AC Bet BC A) (double
inclusion).

— Transitivité : si AC Bet BC C, alors A C C.

Remarque

— Pour tout ensemble A : & C Aet A C A.

— Pour montrer A C B, on prend un élément quelconque z de A et on montre que z € B (raisonnement
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direct). Pour montrer A ¢ B, il suffit d’'un contre-exemple : un élément de A qui n’est pas dans B.

Exemple 2

6
lx| +1
/K € Z}. Montrer que A C B, que C C D et que D ¢ C.

On considere A = {-5;-1;0;2}, B = {:EEZ/

{2k’+1
3

EZ}, C ={6k+1/k € Z} et D =

Solution

— Pour z € Z, |x|+1 € N*; donc |x‘6+1 €Z < |z|+1ldivise 6 <= |z|+1 € {1;2;3;6} <= |z| € {0;1;2;5}.
Ainsi B = {—5;—2;—1;0;1;2;5} et chaque élément de A est dans B : A C B.
18k+3 29k +1)+1

3 3

— Soit z € C : x =6k + 1 avec k € Z. Alors z =
Ainsi C C D.
— Lt eD (avec K =0) mais £ ¢ Z,donc 1 ¢ C: D ¢ C.

avec K =9k +1 € Z, donc z € D.

Exemple 3

SoitA:{:L'G]R/ ‘g—l’ <2} et B=]—3;9[. Montrer que A = B.

Solution

Pour tout r e R: z € A <= —2<§—1<2 — —1<£<3 < —-3<2x<9 <= z € B (on ajoute
1, puis on multiplie par 3 > 0 : étapes réversibles). Donc A = B.

3. Ensemble des parties d’un ensemble

Définition 3 : Ensemble des parties

L’ensemble de toutes les parties (sous-ensembles) d’un ensemble E est noté P(E).
— AeP(E) < AC E; en particulier @ € P(E) et E € P(E).

— a€FE < {a} e P(F) < {a} CE.

— Si FE est fini & n éléments, alors P(FE) possede 2™ éléments.

Attention

Ne pas confondre € (relation entre un élément et un ensemble) et C (relation entre deux ensembles). Par
exemple a € FE, {a} C E, {a} € P(F), mais « a C E » n’a pas de sens si a n’est pas un ensemble.

Exemple 4
Soient E = {1;2} et F' = {1;2;3}. Déterminer P(E) et P(F).

Solution

P(E) = {@;{1}; {2}; {1;2}} (2° = 4 éléments). P(F) = {@; {1}; {2}; {3}; {1; 2} {1; 3} {2 3} {1; 25 3}} (2° =8

éléments).

4. Complémentaire d’une partie

Définition 4 : Complémentaire

Soit A une partie de E. Le complémentaire de A dans E, noté CpA ou A, est 'ensemble des éléments de E
qui n’appartiennent pas a A :

A={xeE/x¢g A} et VxeE) r€ A < z ¢ A

— E=9, B=E, A=A.
— SiA={x € E/P(x)},alors A={z € E / P(x)}.
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E
La partie colorée représente A.
Exemple 5
1. Soient A =] —00;2] et B = {x € N / 22 — 52 > 0}. Déterminer Cr A et CyB.

2. Soient A et B deux parties de E. Montrer que A C B +—= B C A.

Solution

1. C(rA =]2;+o0o[. Pourz € N: 22 — 5z = z(z —5) >0 <= x> 5 (car z > 0 et pour x = 0 le produit est
nul). Donc B = {x € N / x > 6} et CyB = {0;1;2;3;4;5}.

2 ACB <— (Mr€eFE)(re€cA=2x€B) < (reFE) (x¢ B=ax ¢ A) (contraposée)
< (Vx€E)(re€B=xcA) < BCA.

II. Opérations sur les ensembles

1. Intersection

Définition 5 : Intersection

L’intersection de deux parties A et B de E est ’ensemble des éléments qui appartiennent & A et a B :
ANB={ze€FE /zecAet x € B} ; r€ANB < (zx€Aetz e B).

Si AN B =@, on dit que A et B sont disjointes.

La partie colorée représente AN B.

Propriété

Pour toutes parties A, B,Cde E: ANB=BNA; ANA=A; ANA=2; ANE=A; AN2 =3,
ANBCAet ANBCB; ACB < ANB=A; An(BNC)=(ANB)NC (associativité).

Solution

Preuve de AC B <= ANB=A. (=) On a toujours ANB C A. Si AC Betx € A, alors z € B, donc
r€ANB:ACANB. Dou l'égalité. (<) Si ANB = A, alors A=ANBC B.

Exemple 6

Soient A={z eR /|r+1] <4} et B={x€Z /x> —1}. Déterminer AN B en extension.
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|Solution |
lt+1]<4 < —-4<z2+1<4 << -5<zx<3,dncA=]-53Ainsi ANB={ze€eZ/ -1<z<
3} ={-1;0;1;2}.

2. Réunion

| Définition 6 : Réunion |

La réunion de A et B est 'ensemble des éléments qui appartiennent a A ou a B (éventuellement aux deux) :

AUB={z€E /z€ Aouze€ B} ; r€AUB < (z€ Aoux € B).

E

La partie colorée représente AU B.

Propriété

AUB=BUA; AUA=A; AUA=E; AUE=FE; AUg =A; AC AUBet BC AU B;
ACB < AUB=B; AU(BUC)=(AUB)UC (associativité).

Exemple 7

Soient A = {x € N/ 2?2 <30} et B={x € Z / |z — 2| < 3}. Déterminer AU B en extension, puis en
compréhension.

Solution

r€Netz? <30 < x€1{0;1;2;3;4;5} (car 52 =25 <30<36=6%). |z - 2| <3 «— —-1<2<5,donc
B ={-1;0;1;2;3;4;5}. Ainsi AUB ={-1;0;1;2;3;4;5} ={zx € Z /| — 1<z <5}

3. Reégles de calcul

Propriété

Pour toutes parties A, B, C' de E :

— Lois de Morgan: ANB=AUB e AUB=ANB.

— Distributivité : AN(BUC)=(ANB)U(ANC) et AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).
— (ACBetACC) <= AcCBNC; (AcCetBCC(C) < AUBCC.

— (ACcBouAcC(C)= AC BUC (la réciproque est fausse).

Méthode

Pour démontrer une égalité d’ensembles, on traduit I’appartenance par une proposition logique et on applique

la loi logique correspondante : Morgan pour les complémentaires, distributivité de « et » / « ou » pour N /
U.

Solution

Morgan. Pourx e E: 2 € ANB < z€Aetxe€B < (r¢ Aouxr ¢ B) < x € AUB. De méme
pour l'autre loi.

Distributivité. € AN (BUC) < [r€Aet (x€Bouzel)] < [(x€cAetzeB)ou(zrcAetze
C)] < z€(ANB)U(ANCOC).

Inclusions. (ACBet ACC) < (Va)[ex€eA=zeB)et(zr€cA=>2€(0)] < (Va)[re A= (z €
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BetzeC)] < AcC BNC (loi logique de 'exercice 5.7 de la série 01). De méme (A C C et B C C) <
AU B C C (exercice 17 de la série 01).

Contre-exemple pour la réciproque. E = {1;2}, A ={1;2}, B={1},C={2} : AC BUC mais A ¢ B et
AgC.

Application 1

Soient A, B deux parties de E. Montrer que AUB = AN B et que (AUB)NA=BnA.

Solution

Par Morgan : AU B = ANB = ANB. Par distributivité : (AUB)NA = (ANA)U(BNA) = oU(BNA) = BNA.

4. Différence de deux ensembles

Définition 7 : Différence

La différence de A et B (dans cet ordre), notée A\ B (« A privé de B »), est 'ensemble des éléments de A
qui n’appartiennent pas a B :

A\B={z€eF /zecAetax¢ B} ; A\B=ANB E\ A=A

E

La partie colorée représente A\ B.

Exemple 8

Soient A, B deux parties de E. Montrer que : (1) A\B = AUB; (2) A = (A\B)U(ANB); (3)
ACB < A\B=2.

Solution

A :AﬂpzzuﬁzzuB(Morgan).
(A\B)U(ANB)=(ANB)U(ANB)=AN(BUB)=ANE = A (distributivité).

(=) Supposons A C B et, par 'absurde, A\ B # & : il existe z € A avec x ¢ B, ce qui contredit A C B.
(<) Supposons A\ B = @ et soit x € A;six ¢ B, alors x € A\ B = &, absurde; donc xz € B, et A C B.

1.
2.
3.

5. Différence symétrique

Définition 8 : Différence symétrique

La différence symétrique de A et Best AAB = (A\ B)U(B\ A) : c’est 'ensemble des éléments qui
appartiennent a un seul des deux ensembles.
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La partie colorée représente A A B.

Exemple 9
1. Pour £ ={1;2;...;8}, A=1{1;2;3;5} et B=1{2;4;5;6}, déterminer A A B.
2. Montrer que AAB = (AUB)\ (AN B) et que AAB=AAB.

Solution

1. A\B={1;3} et B\ A= {4;6}, donc AAB = {1;3;4;6}.

2. (AUB)\(ANB)=(AUB)N(AUB)=[AN(AUB)]JU[BN(AUB)]=(ANB)U(BNnA)=AAB
(car ANA=BNB=g).Pus AAB=(ANB)U(BNA) =ANB)UBNA) =AAB

Remarque

AAB=BAA; AA@=A; ANA=g; AAB=0 < A=B.

ITI. Produit cartésien

Définition 9 : Produit cartésien
Soient F et F' deux ensembles. Le produit cartésien E x F est 'ensemble des couples (z;y) tels que z € E

et ye F:
ExF={(r;y) /Jr€eEetyecF} : (r;y) e EXF < (x€FEetyekF).

On note E? = E x E. Deux couples sont égaux si et seulement si (;y) = (2/;9/) <= (v =12"et y=1y); en
général (z;y) # (y;2).

Remarque

— R? =R x R ¢’identifie au plan muni d'un repére : le point M (x;y) correspond au couple (x;y).
— Si F an éléments et F en a p, alors £ x F' a np éléments.
— Le produit cartésien se représente par un diagramme cartésien (quadrillage).

Exemple 10

Soient E = {1;2;3} et F = {a;b}. Déterminer E x F et F2, puis construire le diagramme cartésien de E x F.

Solution

E x F ={(1;a); (1;0); (Z a); (2 b); (3;0); (3;0)} (3 x 2 = 6 couples); F? = {(a;a); (a;b); (b;a); (b;0)}-

F

Diagramme cartésien de E X F' : chaque point du quadrillage représente un couple.

Exercice de révision (avec solution)

Cours — Ch. 02 : Les ensembles



Lycée Qualifiant Ibn Hazm

Prof. El Koudri Hamza

2026-2027

Exercice d’application

1. Déterminer A et B en extension.

2. Déterminer AU B et AN B en extension.

3. Montrer que A C C.

4. Représenter B x C' dans un repére orthonormé.

1
On considére A = {n € N / n* — 7n + 10 < 0}, B:{nEN/nflEN}etC:{meR/\x—i’)\gl}.

Solution

E2

1.n2-Tm+10="n-2)(n—-5) <0 < 2<n <5 donc A={3;4}. Pourn € N, n+1 € N* et

5 €N <= n+1divise 10 <= n+1 € {1;2;5;10}, donc B = {0;1;4;9}.
2. AUB={0;1;3;4;9} et AN B = {4}.
|t —3| <1 < 2<z<4,donc C =
4. Bx C ={(z;y) / v € {0;1;4;9} et 2 <y < 4} : quatre segments verticaux.

[2;4]. Comme 3 € [2;4] et 4 € [2;4], ACC.

B xC
4
2
s T
4
Résumé : dictionnaire logique — ensembles
Logique Ensembles Définition
P(x) A={z e E/ P(x)} x €A < P(x)
P(z) A T€EA = z¢A
P(z) et Q(x) ANB xre€AetzeB
P(z) ou Q(z) AUB r€Aouzx€B
P(z) et Q(z) A\ B re€eAetr ¢ B
(Vz) P(z) = Q(x) AcCB tout élément de A est dans B
(Vz) P(z) & Q(x) A=B ACBetBCA
Lois de Morgan ANB=AUB,AUB=A
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