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Corrigé détaillé de la série — Chapitre 09
Limite d’une fonction
1" Bac Sciences Mathématiques - Lycée Qualifiant Ibn Hazm - Prof. El Koudri Hamza - 20262027

Remarque — méthodes utilisées

— Forme déterminée : on applique directement les opérations sur les limites; pour une forme g (£ #0), on
étudie le signe du dénominateur au voisinage du point.

— Forme indéterminée (0o — oo, 0 x 00, %2, 8) : factorisation par (z — a), identités remarquables, expression
conjuguée, factorisation par le terme dominant, changement de variable, encadrement.
Tri Stri I sin X . tan X et 1i 1 —cosX 1
— Trigonométrie : lim = lim =let lim ——— = —.
= xX—0 X X—=0 X X—=0 X2 2

— Tous les résultats ont été contrdlés avec Python/sympy (build/verif_lotl.py).

Exercice 1

3 3 641
1. F déterminée : lim (523 +2 — =) =5 x644+2 - - = —.
orme determinee xl—IEL ( xr° + ﬁ) X + 5 5

2.22—2—-6=(r—3)(z+2). Quand r—3":2x—-3—-0" et x4+ 2 — 5, donc le dénominateur tend vers 07 ; le

numérateur tend vers 12 > 0. Forme 42 : la limite est +oo.

0
3. 72 -4z +3=(zx—-1)(z—3). Pourz - 1" :x—1<0etz—3 <0, donc le dénominateur tend vers 07 ; le
numérateur tend vers 3. La limite est 4oc0.

4. Pour z - 27 :2—2 — 0" et 3z — 7 — —1. Forme a—, la limite est +o0.

5.2 —2>=x(l—2);pourz -0 :zx<0etl—x>0,doncz— 22— 0. Forme 0_ : la limite est —
6.9—22=B—-2)3+2);pourz =3~ :3—x >0, donc 9— 22 — 0". La limite est +oo.
7

lim (2 — )%= +ooet lim (1 — 32%) = —00; le produit tend vers —oc.
T—r—00 T——

8. Pour z — 07 : %4 — 400 et 22 — 0~ donc —;13 — 400. Somme de deux limites +oo : la limite est +oo.
9.Pourx—>0*:—%—>—|—oo,d0nc2—%—>—|—ooet\/2—%—>+oo.
10.1—5><(—3):1620: lim vV1—-5xr=+v16 =4.

11. 25 — 400 (forme =) et —

= &= 1)2(96“) — 400 (forme -2 57 )- La somme tend vers +oo.

Exercice 2

1. Forme 3. —1 est racine des deux polynoémes : 32°+5z+2 = (z+1)(3z42) et —z3+22+52+3 = —(2+1)*(z—3).
Pour x # —1:
322 + 5z + 2 _ 3z +2

—z3+224+52+3 —(z+1)(x—3)
Quand z — —17 : 3z +2— —let —(x +1)(z —3) > 0" (car x +1 >0 et z — 3 < 0). La limite est —oo
2. Forme §; pour # >0, 2 # 16 : © — 16 = (y/z — 4)(y/Z + 4), donc la limite vaut lim,_,16(y/z + 4) = 8.

. Forme oo — o0. Pour:n>0:3x—2ﬁ:x(3—%);3—%%3d0nclalimiteest—|—oo.

1 1 _ z—1

3

4. Forme 0o — 00. =5 — -3 = : forme %}, la limite est —oo
T T T 0

5

2

L2t —d=(r—-2)(z+2) etz —2= (VT —V2)(\T+2), dou fi:jﬁ:(x+2)(\/5+\/§)—>4x2ﬂ:8\/§.

(z—)(@+3) _ a+3
(e—1)(3z+2) — 3042

.Pourz > 0:2—/3x = \/z(/z—V3) et -3 = (y/2—/3)(/T+/3), donc I'expression vaut \f‘ff \Lf =

*

4
— .

\]
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Vi—v3 _ 1 1 V3
8 %3 T aave oE T I8

9. 2% -8 = (v — 2)(.%'2 + 2z +4), donc la limite vaut 4 +4 4+ 4 = 12.

(z—1)(z—2) _
10. G=9erD = 3

11.2° -1 = (x — 1)(x4+:z: +a22+z+1)eta®—1=(z—1)(z*+2+1), donc la limite vaut 3.
12. 3+2)2-27T=x ((3 +2)? +3(3 + ) +9), donc la limite vaut 9+ 9 + 9 = 27.

rz—1)(z+3
13. Do)

14. (z + 13 + (z — 2)2 —5=a%+422 — 2 = 2(2® + 42 — 1), donc la limite vaut —1.

T2 - forme Oé, la limite est +o0.

15. 23 — 22 — 21 = (:L‘ —3) (22 +3x+7) et 22 — 522+ 32 +9 = (v — 3)%(x + 1), donc pour = # 3 I'expression vaut
2 4+3x+7
(z—3)(z+1)

16. 223 — 422 —2+2=22%(x - 2) — (v —2) = (z - 2)(222 — 1) et 22 — 52 + 6 = (v — 2)(z — 3), donc la limite
vaut _ll =T

. forme 2 0+’ la limite est 4-o0.

17. Forme co — oo. Pour z > 1 3 V3T — — 222 4+ 245 = 2? (V
donc la parenthese tend vers —2 et la limite est —

18. Pour < 0: 56—z — a2t 4 2 = 2* (1/5;—81 -1+ ;13), la parenthese tend vers —1 : la limite est —oo

);Or V3z— 3z 1%0’

2

Exercice 3

Dans chaque cas la forme est % ; on multiplie par I’expression conjuguée (non nulle au voisinage du point).

1. Ya+8-3 _ (z+8)—9 1 1
=1 (z— 1)(\/F+3) Va+8+3
9, (tz)-(4—z) _ 21
* x(VAtz+VA-z) \/4+:r:+\/4—x 47 2
3 (2z45)—(4a+1) _ -2 o2 1
Y (2—2)(V2z+5+VAr L) T 2abH4z+1 6 3
z2—1 _ x—1 -2 _ 1
4. z(z+1)(Ve2+8+3)  z(vVx2+8+3) 6= 3
5. @=3)(Va?+1645) _ va?+1645 , 10 _ 5
: 2229 - 43 6 — 3"
6 z = ! — -1
* z(z—1)(Vz+1+1) (z—1)(vz+1+1) 2"
7. On utilise deux conjuguées : \/bx +1 — /x + 13 = % et Vr+6—-3= \/fj_g’%. Le quotient vaut
_AWEF6+3) 24 _ g
Vbx+1++v/z+13 '
(z—2) Vizri43 16 _ 1
'w%ﬂgx4@m TeXiT
9. 3z —2) — (22 —x+1) = —(x — 1)(z — 3), donc 'expression vaut % —2=1

10, EDEHVIFL) _ (@ )(JIEIHY) | 856 _ gy

2(z—4) 2
\/a: — V-3 _ z—3 VT
11. Pour z > 3 : =+vx+3 et \/— = ) f+\/ La limite vaut v/6 + 0 = /6.
_ — V1244 8 _ _4
12. \/ZE—|—5—\/21‘—|-1 = Wﬁm et vVor+12—4 M+4 ; le quotient vaut — v T 6 T3

Exercice 4

On rappelle que V2 = |z| : pour z < 0, V&

a2 _
1. Forme +o00 — 00. Va2 — ba + x = 259”) = = 2= 5
Val—bz—z  —z\/1-5-2  \/1-341

oot

_ 2 — —4
2. x —Vzx* + 7x+\/:(:27+4—>0'
3.P0urx<0:\/33:2+x+2+5x—1:x(—w/3+ + = +5—7>;laparenthésetendvers5—\/§>0,donc

la limite est —oo
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1

) 5 _ —3z+1 _ —3+s _3. i _3 -1

4. V4z -3z +1 -2z = i sariiom \/47§+i+2 — —%; la limite vaut —5 +1 = 3
T2

. . 2 _ — 6x—1 — 6z—1 6 _ _q. C. _ - 1.

5. Pour x < 0:Vzt+6x—1+=z Y s g —z(\/1+§—i+1) - =5 3; la limite vaut —3 4 2 1
r g2
6. De méme V922 + 122 — 5+ 3z = 1205 — —2; la limite vaut —2 — 1 = —3.
—3x<\/1+%——+1)

T.o\/x+2yx — 2 — 1.
v Ve = \/:6+2f+f \/1+ +1

8. x (\/3 + x—lg — \/1 + E + ?) . la parenthése tend vers v/3 — 1 > 0, la limite est 4o00.
5
9. x(%ﬁ) —

10. Numérateur : V22 + 3z +x = ——32 —%. Dénominateur : —z4/1 + I% — 3z — +o00. La limite est 0.
—:c( 1+3+1>

N[

oy [A+i+S
11. W — 2 (pour T > 0)
7x,/9+%fz% 3
12. Pourx<0:T—>—§.
\/a—1—1
13. On divise par /2 : Y—2— — 251 = 1,
vise par v/ 1+2+41 2 2
1+ 1/ L
14, Nl /T +-3 +=3
z2—x+2 352 1— ,+ \f 22

Exercice 5

En 400, un polynéme a la méme limite que son terme de plus haut degré, et une fraction rationnelle la méme
limite que le quotient des termes de plus haut degré.

1. lim_ oo (—32%) = 400. 2. lim oo (—42?) = —00. 3. (=2)3 +2(-2)2 — 5= —5. 4. lim | oo (—2%) = —c0.

5.1im,w2mi2:hm,oo§:0.6.%:%.7.% 2 —00. 8. HL = —21 — +o0.
9. 82T — 243 & 4oo. 10. 32 = 1.

4
11. Forme déterminée : 133 %

12. Numérateur — $ — 3 = —2, dénominateur (2z 4+ 1)> — 07 : la limite est —oco

w2 1 z2+1 JEE TR i 1_1
13. 12 — I 14.m—>1,doulahmlte \/;_E

Exercice 6

1. sindz __ g . sinbx - 5 2 1—cosbz __ =36 - 1—cos 6z — 18.

o7 5 2 & 2 (62)2
3@.(90)2_)141—0&- ‘x5 x1x0=0.
© oz tanz 2" 22 sinx o

sm3x 3 sin3m 3 . SN
5. 27 — 27. 6. ¥52F . =« forme 1 X (+00), la limite est +o0.

anX 1 1 sin 7x 3z 7 7
7'OnPOS€X—x—2%0 mﬁls 790 'tan3x'§4>§
9.4.1 (202;296 s - =54 x5 =2.10. On pose X =2 — 0" : ZL’Sln — 3sz 3

11. tan2x‘2‘( “ﬂ)éQ)((—%):-l.

2

Pour:ne]o 2[ \/l—xcosz:\/l cosz_>\/’

(2+35m3$) 5 2+3=5

13.

tan x
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14. Numérateur — 1 — 3 = —2; pour z € |0; [, sinz > 0, donc sinz — 07 : la limite est —oo

15. Encadrement : cosx > —1, donc 22 — 22 + cosz > 22 — 22 — 1 et lim oo (22 — 22 — 1) = 400 : la limite est
+00.

16. ;‘;fl < IQH et QIH — 0 : la limite est 0.

17, cosz=l oy /gsine g Locgse 4 fgsine 0 4 /B = V3.

18. \/3cosx +sinz = 2cos (z — F). Avech—x—f%O:M— —92h - 1= COSh_>0

19. Avech:w—%:2sin(h+5)—1:\fsmh+cosh—1, donc I'expression vaut \/35“,1/1 pl=cosh COSh—)f
20. Avec h=x — 5 :sinx = cosh et 7 — 2x = —2h : 11%%” —>%.

_ . 1+tanh 2tanh _ 47 . tanh 1 1
21. Avech=o — 7 1tanx — 1= 55007 — 1= = r et do —m = 4h : =5 Ttk 2

Exercice 7

1.2 — 1< E(2z) <2z;pourz >0:2— % < BC2) < 2. Par encadrement, la limite est 2.

T

2. E(x)+cosz <x+1letxz+1— —oo:lalimite est —oo

3. Pour z < —1: % €]-1;0[, donc E (%) =—let23E (%) = —23 = 4o00.

4. Pourx>0:=-—-1< FE ( ) < %, donc 1l —x < zFE (%) < 1. Par encadrement, la limite est 1.

5. Pour z € |-1;0[ : E(z) = —1, 'expression vaut 7?;+(£i+1)1)2 = x;?ﬁfl_f : forme a—_Q, la limite est +oo.
6.0<z—FE(x)<1,donc0< 7%]5(76) < % pour x > 0 : la limite est O.

7. Pour 0 < x < 1 : E(2?) = 0, 'expression vaut —1 : la limite est —1.

8. 22 — 1 < E(z?%) < 22 donc 1+%—%<%§1+%:lahmi‘ceest 1.

9. Pour 4 < z < 5: E(x) = 4, expression vaut \f:f = \/£+2 — %.

Exercice 8

1. Soit € > 0. Pour = # —3 : z+3 —1‘ 2&;;“.81 |z —2| < 1,alors z+3 >4, d’ou |f(z) — 1] < l‘r 2L, On pose

a = min(1;2¢) : pour tout = tel que |z — 2| < a, on a |f(z) — 1] < § <e. Donc lim, 2 f(x) = 1.
2. Soit & > 0. Pour z < =3 : |f(z) - 3| = iy,
donc |f(z) — 3| < e.

3.S0it A >0.Pourz < -3:0< 3 -2 < —2z, donc % > &= = —7, clest-a-dire f(z) < §. On pose
B =max(3;24) : six < =B, alors f(z) < § < —A.

:3+1?0;six<—B,alors—x—3>%

4. Soit A > 0. Pour -3 <z < —-2:1—2z>5etx+3>0,donc f(z) >
0<x+3<a,alors%>%2A,doncf(w)>/l,

RS T T
:c+3 On pose o = min (1, A) s si

Exercice 9

1. limyo f=2; lim_o f = —00 (car f(z) = (22 — 1) + (f(z) — (2z — 1)) avec 2z — 1 — —o0); limg+ f = —00;
limg- f = +o0. L) = 2L 4 JWBrl) 9 f(a) 20 = 1+ (f(2) - (20— 1)) —» —1; L2 L —o;

+oo
@ — 0 (forme %)
2. La courbe coupe ’axe des abscisses en x = —% etx=1:85= {—%; 1}. Elle coupe la droite y = —2 en ¢z = —1

et:r:%:S:{—l;%}.
3. Sur ]0; 4+o00[, la courbe reste sous la droite y = 2 : pas de solution. Sur |—o0c; 0[, la courbe monte de —co & +o0

et coupe une seule fois la droite y = 3 : I’équation a une solution.

4. a. g(z) existe si et seulement si f(z) >0: Dy = {—%;O[U [1; 400

S

4. b. lim o g = v/2; limg- g = +00 (car f(z) = +o0); L2 — Y2 =0,

T “+oo
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Exercice 10

x(if 4+i)

: — e V) 02

1. Pour x >0 : f(x) = 2(1+3) -7 ="2

2. limy+ f(z) = 0%1 = —% (forme déterminée). Pour & — 0~ : sinz — /3 +cosz — —2 et x — 0~ : forme (%—2’

donc limg- f = 400. Les limites & droite et & gauche sont différentes : f n’admet pas de limite en 0.
3.a.S0it x <0.|sinz|] <let0 <3+ cosz < V4 = 2, donc par I'inégalité triangulaire |sin:v -3+ COS.Z" <3,
3

3. b. % — 0 quand x — —oo; d’apres la propriété « limite et ordre », lim_., f = 0.

d’ou

Exercice 11

1.Soit n e N*. Powrz #1:2" —1=(z—1)(2" 1 +2" 2+ - +2+1), donc £ = S5 x*, polynéme dont
la limite en 1 est Zz;ol 1=n.
2.0 2k —n =37 (2F —1). Pour x voisinde 1, 2 # 1 :

Sheiat—n Z":mk—l 20 -2 1

sin(2e —2)  \&Z z—1) sin2z-2) 2

X
) sin X

n(n+1)

D’apres 1 la somme tend vers > ;1 k = —5—;avec X =2x —2 — 0 Ln:l)-

— 1. La limite est

Exercice 12

1. Pour > 1: \/z et /o + 8 existent et /o +8 >3, donc 3 — /& +8#0: f(x) existe. Pourz <1:1—2>0
et 22 +2 —2 = (z — 1)(x + 2) s’annule seulement pour z = —2 (et z = 1, exclu). En z = 1, f n’est pas définie.
Donc Dy = |—o00; —2[ U ]—2;1[{U]1; 400].

1

11
2. En 400 : on divise par vz : f(z) = —2— — —1. En —oc0 : f(z) = Y% . — L et v;;”f: E 0

sV N
la limite est 0.
. _ a—1  3+Va+8 _ _ 3+Va+8 ) _ VI- _ —1 )
3. Pourz > 1: f(x) = fa?ﬂ LR = — \/E«xH — 3. Pourz<1,x#-2: f(z) = (m—l)(a:iz) = @)
forme a—j, lim;- f = —o0. Les deux limites sont différentes : f n’a pas de limite en 1.

4. /1T —x — V3et (x—1)(z+2) tend vers 0~ quand z — —27 et vers 0" quand x — —27. Donc lim_o+ f = —o0
et lim_o- f = +o00 : f n’a pas de limite en —2.

Exercice 13

1. a. Soit 2 > 0. On a 22 — 1 < F(2z) < 2z; en multipliant par x > 0 : 222 — 2 < E(2x) < 222, puis en ajoutant
1 et en divisant par z2 + 1 > 0 on obtient I"encadrement demandé.

1. b. Les deux fractions encadrantes tendent vers 2 en +o00; d’apres la propriété des gendarmes, lim,, f = 2.
2. Soit x < 0 : en multipliant 2z — 1 < E(2z) < 2z par x < 0, Pordre change : 222 < xE(27) < 222 — x, d’ou

2 2 .
2;2111 < flx) < % Les deux bornes tendent vers 2 : lim_, f = 2.

Exercice 14

h
_ . h\ _ 1 _ 2 5 2
1.0Onpose h=2z—1—0: tan(%jt%) = il donc (x_l)tan%z - _?'tarf%h -2,
1
2. V2 +d4rx+1—x = dz+] = ity — 2 la limite vaut 420227*.

T Valtdztlta \/I+é+%+l
Tz

1
16"

3.2—Vr+5= 21(3;% et 12 — 2z — 3 = (z + 1)(x — 3), donc I'expression vaut (2+\/%

2(z+5)—16 +4)(z2+z—4 . —4—
4. 2\/x +5+4= za;(mr_i_f))_zl = p ),7232;5—14 Vet 22 +2—12= (x +4)(x — 3). La limite vaut 7(_26_4%(117) = ;—6 = %

—0: (1 —42?)tanu =

-1
Y@—3)  IX(—0)

7T(1—41‘2) tan u _
e — —47 x 1 = —4m.

— s
5. On pose u = e
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6.Onposea=2r—1,a—1=2x—-1):3-3a>=-3(a—1)(a*+a®>+a>+a+1)=—6(x—1)(a*+---+1).

> : —6(a*+a3+a’+a+1) —6X5 __
L’expression vaut ) — =52 = —15.
Exercice 15
: , . . 1—rcos"(az) na?
1. Raisonnement par récurrence. Pour n € N*, soit P(n) : « lim 1= cos™{az) =—

z—0 ZE2 2

— Initialisation : pour n =1, on a 17%3(“1) =a?- %S)(Sx) — a—; Donc P(1) est vraie.

— Hérédité : soit n € N*, on suppose que P(n) est vraie (hypothése de récurrence), montrons que P(n + 1) est
vraie. On a
1 —cos"(az) = (1 — cos™(ax)) + cos™(azx) (1 — cos(ax)),

—cognt1 —cos™ _ 2 2 2 .
donc L e (az) _ 1 = (az) | cos"(azx) - 1%52(‘”) D % Donc P(n + 1) est vraie.

. . o . ) . 1—cos™ 2
— Conclusion : d’apreés le principe du raisonnement par récurrence, pour tout n € N*, lim, o %(am) = &,
1—cos*(2x) _ 1—cos*(2z) 22
2. T — 2 ° T

1—cos 5 T 1—cos 5
1—cos £ 1
> — g. La limite vaut 8 x 8 = 64.

. D’apres 1 (avec n = 4, a = 2) le premier facteur tend vers 8; d’apres 1 (avec

n:]-)a:%) 22
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