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Corrigé détaillé de la série — Chapitre 08
Trigonométrie (calcul trigonométrique)
1" Bac Sciences Mathématiques - Lycée Qualifiant Ibn Hazm - Prof. El Koudri Hamza - 20262027

Remarque — méthodes utilisées

— Formules : addition et duplication (1 & 6), linéarisation (7, 8), tangente (9 & 11), produits <> sommes (12,
13), acosx + bsinz = rcos(x — a) (14).

— Equations : se ramener & cos X = cosa, sin X = sina ou tan X = tana (15), ou a un produit nul;
inéquations : cercle trigonométrique ou tableau de signes (16).

— Pour les solutions dans un intervalle, on encadre ’entier k.

— Tous les calculs (identités, solutions, signes) ont été contrdlés avec Python/sympy (build/verif_lot4.py).

Exercice 1

1. a. Méthode 1 : cos (ac + 2{) = % CoST — @ sinz et cos <:c + ) 2 coszx + ‘[ sin z ; la somme des trois
termes vaut cosx — cosx = 0. Méthode 2 : cos (x + 2“) + cos (ac +47) = 2cos(z + 7r) cos (—%) = —cosz.
1. b. Méthode 1 : sin (:c + 2%) = %smx + \[ cos T et sin (:p + 4”) 2 sinz — \égcos:z : la somme vaut 0.

Méthode 2 : sin (.r + 2{) + sin (a: + %r) = 2sin(x + 7)cos § = —sinz.

2\f 10

, puis sina = tanacosa = ‘[ . De méme cos12b =3

2 _ 5 . _ 2
2. a. =1+ tan a—zetcosa>0.cosa =

V10
10 -

2. b. Sin(“*'b):%:%:@et cos(a—i—b):%:@. Donc a+b= % [27]; or a + b €]0; 7,
d'otta+b=7.

cos2

f

cosb = et sinb =

Exercice 2

1. On pose t = tanx; les hypothéses donnent t* # 1. tan (I + z) = 1 et tan (T —z) = 1+t’ donc
(14+1)? —(1—1)? 4t 2t
tan (F +x) —tan (T —z) = = =2 X = 2tan 2z.
(4+ ) (4 ) 1—t2 1—t2 1—t2
: - x —— z 94 Ll+cosz 2(3082%
2. sinz = 2sin §cos 5 # 0, donc sin § # 0 et cos § # 0. Avec 1 + cosz = 2cos” 5 : - === i
sin T 2sin 5 cos 5

cos%: 1
sing  tang

Exercice 3

A(z) = &(sindax + sin2z); B( ) = (cosbx + cos2z); C(z) = —3 (cos2z —cos§) = —4cos2x; D(z) =

1.

T (sin(3z+ %) —sin(z— %)) = 1 (sin (3z + ) + cosz).
2. E(z) = 2cosdzsinz. F(z) = (sinz+sin 7z)+(sin 3z+sin 5z) = 2sin 4z cos 3z+2sin 4z cos & = 2 sin 4z (cos 3z+
cosx) = 4sin4x cos 2x cos x.

3. cos & —cos 2Z = —2sin T sin (— 7)—2><‘[ %:? s1n51”2rc0512:%(sing—i-sing):%(l—i—@):2%/5.

Exercice 4

T\ 2T _ 3 T\ 2T 2w 1 1 _
1. A(f5) =cos? & —sin?0=5; A(]) =cos®F —sin®*F =4;—3=0.
_.I_

2. 2cos? (x4 %) = 1+cos(2e+ ) =1+ égcost—%st’v; 2sin? (z — 75) = 1—cos(2e— %) =1—

‘ég cos2x — % sin 2.
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3. Par différence : 2A(x) = v/3 cos 2z, donc A(z) = @ cos 2z. (Controle : A ({5) = @ cos

B
Il
INN[JV)
\‘_/

4. A(z) =3 — cos2x:§ = 20 =45 +2k1 = =47 +kr (ke€Z).

Exercice 5

1. cos 3z = cos 2x cos x—sin 2z sin & = cos 2 cos r—2sin? 2 cos z = cos z(cos2x—(1—cos2z)) = cosz(2cos 2z—1).
sin 3z = sin 2z cos x + cos 2z sinx = sinx (2 cos? z + cos 2z) = sinx(2 cos 2z + 1).

cosrcosy —sinzsiny 1 —tanztany

2. On divise numérateur et dénominateur par cosz cosy # 0 : - —= = .
cosrcosy +sinxsiny 14 tanztany

sin x cos cos x sin sin(x
3. tanz + tany = ! vt my _ = (+y) et cos(x + y) + cos(z — y) = 2cos z cosy, d’ou 'égalité.
COS T COS Y COS T COS Y

4. cos(z + y) cos(z — y) = (coswcosy)? — (sinxsiny)? (produit d'une somme et d'une différence). En divisant

par cos? x cos? y:1— tan? z tan? Y.

Exercice 6

1. Les angles BAC = a et ABC = 3a sont aigus (3o < §); le pied D de la hauteur issue de C' est donc sur le

segment |AB[. Comme o € ]0; Z[ et que tan est strictement croissante sur |—%; 5[ : 0 <tana < tan § = @
2. Dans les triangles rectangles ADC et BDC' : tana = AD et tan 3o = DB Donc AB = AD+DB = tana—ktafw
1 1 AB
tana  tan3a  h

o+t 3t

3. Avec t =tana (0 < t* < §) : tan2a = 13’;2 et tan3a = ISR g Alors
1—t
AB 1 1-3t2  4-4 t(3—1%)
h B2 By one I -

Exercice 7

1. cos 24+ cos 2B = 2 cos(A + B) cos(A — B) = —2cos C'cos(A — B) et cos2C = 2cos? C' — 1 = —2cos C cos(A +
B) — 1. Donc la somme vaut —1 — 2 cos C'(cos(A — B) + cos(A+ B)) = —1 — 4cos Acos B cos C.

2. Aucun angle n’est droit, donc cos Acos BcosC # 0. A+ B =7 —C et cos(A+ B) = —cosC # 0, d’ou

tan A + tan B
tan(A + B) = —tanC, soit . ant +A ?n 7 = —tan C (le dénominateur vaut cos(A+B) 0). En chassant le
— tan A tan

dénominateur : tan A +tan B = —tanC + tan Atan Btan C.

cos Acos B

Exercice 8

1. (B1) <= cos(2z—%) = @: os?jT” = 2x—§:i‘%’r+2k7r = = 13”+k7roua:———+k7r

. . ) 137, 197, 37w, 43
Dans [0; 27| : { TR 7 o 2;}

2. —cos2$+\/§sin2:ﬂ:2cos(2m—%’r) (r=2,cosa=—3 sina—i) (Ey) — cos(23:——> = V2

20 3 2

s _ 117r __ 5w P L) _ 197w, 13w, 5w, 1llw
2&07— +7 +2km <= = + kmoux = 4+k7T.Dans[ 7T,7T[.{ 51 24,24,24}.
3. sinz + sindz = 2sin?2 5 cos%’“ﬂ et sin2z + sin3z = 2sin? % cosgz, donc le premier membre vaut

Corrigé de la série — Ch. 08 : Trigonométrie 2



Lycée Qualifiant Ibn Hazm Prof. El Koudri Hamza 20262027

2 sin 22 (cos%x + cos %) = 4sin % cosz cos £. Ainsi (E3) <= sin2 =0 oucosz=0oucos% =0:

2
ng{lgw; g—i—kw; 7r+2k:7r’kEZ}.

4. Avect =tanz : t? + (1 —V3)t — V3= (t —V3)(t+1). (EB4) <= tanz =+V3outanz = -1 <= z=F+kn

_ _m . . dm. 9w, 5w, 5w
ouz = —7% + km. Dans [-3m; —7[ : {_?’_Tv_?’_f}'

Exercice 9

1.sinx:%p0urx€{%;—}:52 5%
2. cos:c:—? pourxe{f;%}:S:[O;%{[U}%;QW].

3. On exclut 7 et 37“ Sur [O;g[ cw < 5 osur }g,%ﬁ < 4{; sur ]37”;277] : tanx < 0, toujours vrai.
S=1[0;51U] 54| v 2n].

4.sinx:—§ pour$€{4§;5§}:52]4”;5§[.

3
5. On exclut £%. Sur [—m;—Z%[, tanz > 0 : toujours vrai; sur |—5; 5[ : o > —%; sur |5sn] : 2 > 3T

—
e
~

NV,
()

« 0 I | 0 I 0 I
\ |
- | _
|
1) sinz > 1 2) cosx>7§ 3) tanz < V3

\
Y
™.

N

4) sinx < —"Tﬁ 5) tanzx > —?

Exercice 10

1. A(%) :2+ﬁ—ﬂ(ﬂ+1) =0; A(-%)=2sin(-%)+2cos T —v2(~1+1) = -3+ /3 =0.
2. (200533— ﬁ) (2sinz+1) = 4sinz cosx+2cosz —2v/2sinz — /2 = 2sin 22 +2cosz —2(2sinz +1) = A(z).

3. A(x) =0 <= cosz = @ ousinz = —%. Dans | —mw[: S = {——'—%;—%; %}
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|~
>

4.2co82 —V2>0 < z€]-T;Z[et 2sina +1>0 < wE}—W;—‘%[U]—%;T([(Sur]—ﬂ';ﬂ'[).

)4
I O o O I 4 O I 8 B 4 D e
2cosx — /2 — - + 4 —
2sinz +1 + — _ + +
A(x) — + — + _
Exercice 11
LAZ)=2-140-0=1; A(T)=2. Y2 24 /5 _2.¥2_ 2
2.2sin3x—sin:(;:sin:(;(2sin2x—1)=—sinaccos?a:; 2(30856‘—2008335:QCOSHCSin2xzsinx(Qsinxcosx):

sin z sin 2.

3. A(z) = sinx (sin 22 — cos 2z) et sin 2z — cos 2 = /2 (sin 2z cos T — cos2zsin ) = /2sin (22 — Z). (Controle :
A(%) = ﬁsin%’r =1)

4. A(z) =0 <= sinz=0ousin(2r— %) =0 < z=krouz =%+ % (k€ 2).

5. Sur [0; 7], sinz > 0, avec égalité seulement en 0 et 7. Pour x €]0;7[ : A(z) > 0 <= sin(2z—7F) > 0;

or 2z — % € —%;%’r{, et sur cet intervalle sinX > 0 <= X € [0;7], soit z € [%;%’T}. Conclusion :

S={0}u |57 u{r}

[E—

Exercice 12

1. 2sin? (z+ %) — 1 = —cos (22 + §) = sin 2z.

2.4sin’ (z+3) =3 < 2sin? (2 +35)—1=3 < sin2z =1 <= a=L +krouz =23 +knr (k€Z).
3. a. (3 —sinx)(1 —4sin®z) =3 — 12sin?z — sinx + 4sindz = A(z).

3. b.sinz <1<3.

3.c. Daprésaet b: A(z) =0 <= sin?z =1 <= sinz =3 ousinz = -3 <= 2==2% +kn (k € Z).

Exercice 13

1. a. (\/6+\/§)2:6+2\/ﬁ+2:8+4\/§.

Lb. A= (vV6—v2) +8v3 = 8—4v/3+8v3 = 8443 = (V6 + v2)". Solutions : X — —V6=vVD+(/6+v2) _ va
4 2

(6B~ (/642
ot X = = = )= 8

2. a. (cosz +sinz)? =1+ 2sinz cosx = 1 + sin 2z, donc sin 2z = (cosz + sinz)? — 1.

2. b. AvecX:cosx+sinx:A(x):2X2_2+(\f_ﬂ)X+2_\/§:2X2+(\[_\/§)X_\/§. Donec
A@) =0 < X =2 ouX =-Y8 Or X =+/2cos (z— T) :
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— x:%i%—kaw,soitx:%—FQk:Troux:—%—i-Qkﬁ'
%:l:%”—l—%vr, soit x = 13”+2k7roux———+2k7r.

N[ =

— cos (z —

)

)=—-% ==

INERNE
||
w
1

— cos (z —

3. a.Onposed =x— 7. Az )—2(X \f) (X—i-\f):4(COSH—COS§)(COSH—|—COS ). Or cos@ — cos § =

. 0+3 . 0-% _ 0+3% -5 +3 _ 2 x -3 _ &z m 0+ oz s
9—2ﬁs1n 5+ sin — etcosﬂ—i—cosg—Qcos 5> Cos —%, avec —* = § + g5, —5> = § — 57, 5> = 5 — o1,
¢ = £ — 3% D’ot la formule annoncée.

3. b. Pour x € |:07 iiﬂ t L4+ e [£; 2] (sinus > 0); 2 — 17 e { 24,0} (sinus < 0, nul seulement pour x = 12);

x ™ mL. T x _ 5 _oSm. . m - LI _

5 — a1 € [— 545 1 } et § 24 € { 1 12} (cosinus > 0). Donc A(z) > 0 sur [0, 12}, et A(z) = 0 seulement pour
I

r =15

Exercice 14

2

1. cos 3z = cos 2z cos ¥ — sin2zsinx = (2cos?z — 1) cosz — 2(1 — cos? ) cosz = 4 cos® z — 3 cos .

2. 4cosPz+2cos?x —3cosw — 1 = (4cos®z —3cosx) + (2cos? x — 1) = cos 3x + cos 2x. Donc (E) <= cos3z =
cos(m —2x) <= 3z =7 —2z+2kr ou 3x = -7+ 2z + 2kT <= x—7+2kT”0ux——7r+2k7r. La seconde

famille est contenue dans la premiere (—7 + 2km = £ + M) 0S8 = {Lk;nﬂ | k e Z}.
2%k+1
3.0< BEUT <or e e {0152:304) - {53 m 5 22 )

4. a.4(-12+2(=1)2=3(-1) =1 =0. Puis 4X3 +2X2 -3X -1 = (X +1)(4X? —2X — 1) et 4X%2 - 2X — 1 =
0 = X =5 Solutions : —1, L¢3 145,

4. b. T est solution de (E) (question 2), donc X = cos £ vérifie (F).

4.c. ¢ € 10; g[, donc cos g > 0; les solutions —1 et 1%@ sont négatives. Donc cos T = 1+4\/g'

Exercice 15

1. cosdx =cosdzx <= 4dx =3x+2kmoudr = —3x+ 2kn < x=2kmouzx= %TW La premiere famille est

contenue dans la seconde : S = {%T” | k€ Z}.

2. Voir l'exercice 14 pour cos3z. cosdx = 2cos?2x —1 =2 (2 cos® x — 1)2 —1=8cos*z —8cos?z + 1.

3. Pour tout # € R : cos4x —cos 3z = P(cosx) avec P(t) = 8t*— 4¢3 —8t2+ 3t + 1. Pour z = 2’” , P(cosz) =03 les

2k7r 27 4m 67 8w 6 107r 4r 120 __

valeurs de cos =% (k € {0;...;6}) sont 1, cos =, €os 7, €os o (car cos 5 = oS %, COS 7 = COS 7=, COS 7~ =
4m 67

cos 7 7). Ces quatre réels sont dlstlncts (cos est strictement décroissante sur [0; 7] et 0 <¥m < - < 7). Un

polynéme de degré 4 ayant au plus 4 racines, I’ensemble des solutions est exactement S .

4. 1 étant racine : P(t) = (t — 1) (8¢3 + 4t2 — 4t — 1). Les trois autres racines de P sont celles du second facteur,
de coefficient dominant 8; par factorisations successives :

P(t)=8(t—1) (t—cos 7) (t—cos47“> (t—cos67”)

5. On note c1, co, c3 ces trois cosinus. 8(t—cy)(t—c2)(t—c3) = 83 —8(c1 +ca+c3)t2+8(crca+crc3+cac3)t—8cicacs.
Par identification avec 83 + 42 —4t — 1 : ¢y + o+ c3 = —% et cieocy = %.

Exercice 16

1. sin § # 0. Pour tout k : 2sin(kx)sin § = cos ((k’ - %) a;) — cos ((k: + %) x) En sommant de k =1 a n, les
termes se télescopent :

n
2sin £ Y sin(ka) = cos § — cos ((n + %) 3:) = 2sin (ngl)x sin &%,
k=1
d’ot la formule en divisant par 2sin 3.
2. sinz # 0 et 2sinz cos ((2k — 1)x) = sin(2kz) — sin ((2k — 2)z). En sommant : 2sinx > p_; cos((2k — 1)z) =
sin(2nx) — sin 0 = sin(2nz).
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1 2 cosa cos 2a cos? a — cos 2a
3. Lemme : si sin2a # 0 (donc sina # 0 et cosa # 0), - = — — — = - =
tana  tan2a sinag  sinacosa sin a cos a
sin? @
——— =tana.
sinacosa
Comme sin(2/T1z) = 2sin(27x) cos(2/z), 'hypothese sin(2"T1z) # 0 entraine, de proche en proche, sin(2/"1z) # 0
pour tout j € {0;...;n} : toutes les expressions sont définies. Le lemme avec a = 2k 2, multiplié par 2¥, donne
2k: 2k+1 1 on
2k tan(2Fx) = — ; la somme de K =0 a n — 1 est télescopique et vaut — .
(2%z) tan(2kz)  tan(2ktlr) P tanz  tan(2"zx)
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