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Corrigé détaillé de la série — Chapitre 07
Suites numériques
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Remarque — méthodes utilisées

— Récurrence pour les encadrements de suites récurrentes ; on factorise u,41 — a pour faire apparaitre u,, —a.
— Monotonie : signe de up 41 — up (forme factorisée) ou comparaison de 2+ 4 1.

n
— Suites auxiliaires : on calcule v,41 en fonction de u,, puis on reconnait v, + r ou qv, ; on « inverse » la

relation v, = g(uy,) pour exprimer uy,.
Up+Un . L1 1_qn—p+1
—25—" (arithmétique), Up=———

— Tous les calculs ont été contrdlés avec Python/sympy (build/verif_lot4.py).

— Sommes : (n —p+1) (géométrique, g # 1).

Exercice 1

L -4 1 5544 39 13
YT T4 T P 154 15 5

2. P(n) : « up > 2 ». Initialisation : vy = 3 > 2. Hérédité : soit n € N tel que u,, > 2. Alors u, +1 > 0 (donc
Up+1 est défini) et
Sup —4 —2up — 2 3(up — 2)

= > 0.
Up + 1 Up + 1

Upt1 — 2 =

Conclusion : pour tout n € N, u,, > 2.
Sty —4 —u2 —u —(u? — 4u 4 Uy — 2)?
3. a. Pour tout n € N : w1 g — 0y = —2 ” L (1 ”+):_(" )
Up + 1 Up + 1 up + 1

3. b. (uy —2)? >0 (car uy, #2) et up +1 >0 : upp1 — uy, < 0. La suite (uy,) est strictement décroissante.

3. c. Une suite décroissante est majorée par son premier terme : (Vn € N) u, <wup=3. Avec 2: (Vn € N) 2 <
Up < 3.

4 1 1 1 4
Lay=——=1;11=——=—-.
s T M T2 T 3
3 -2
4. b. PourtoutnEN(un#Q):un+1—2:M, donc
up + 1
o up+1 (up—2)+3 1 r 1
T R0 —2) T 3(un—2) 3 w—2 T3
(vn) est arithmétique de raison r = % et de premier terme vy = 1.
n n+3 1 3 2n+9 .
4.c.vn:1—|—§: 3 .Commeun—Qza:un:2+n+3:n+3.(Controle:u1:14—1.)
n 14 nt3
4. d. Somme de n + 1 termes consécutifs d’une suite arithmétique : Z v = (n+ I)WTU" =(n+1) +2 3=
k=0
(n+1)(n+6)
—
Exercice 2
1 18—4 7 21—-4 34
Lup = =_—uy= =—.
! 4 2% 9/2 9
2.1 <3< 4. SoitneNtelquel<wu, <4;alorsu,+1>0et
5(up — 1) 6u, —4 —4du, — 4 2(u, —4)
tnt Uy + 1 nt1 Up + 1 up +1

Par récurrence : (Vn € N) 1 < u, < 4.
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3 a 6up —4 —u —up,  —(uZ — 5uy, +4) (U, — 1)(upn, —4)
. . U — Unp = = — — .
L T e wy + 1 wy + 1 Uy + 1

3.b.up,—1>0,u,—4<0, u,+1>0: up41 — u, > 0. La suite est strictement croissante.
Unt1 —4  2(up —4) Up + 1 2

4. a. D’apres 2 (up # 1) @ vpg1 = R = P X 5 — 1) = gvn. (vp,) est géométrique de raison
q= %, de premier terme vg = g_f‘ll = —%.
1 /72\"
4. b. Un =5 R .De vp(up — 1) =up —4 : up(v, — 1) = v, —4; or v, <0, donc v, # 1 et
" - 4—wv, 8+(2/5)" 8x5"+2"
" l—w, 24 (2/5)"  2xbn42n
4. c. Pour n > 2, la somme comporte n — 1 termes, le premier étant vy = —% X % = —2% :
" 21— (2/5)" ! 2 5 2\"! 2 2\ 1
ST IV ST (AR I T (RS ) R WARNE )
= 25 1-2/5 25 3 5 15 5
Exercice 3
1-4 1 -1/2—4 —-9/2
145 2 —-1/2+45 9/2

Up — 4+ 2u, + 10 3(up + 2)
Up + 5  up+5

2. u9g=1>—-2. Siu, > —2,alors u, +5 >3 > 0 et upy1 +2 = > 0. Par

récurrence, u, > —2 pour tout n € N,

3. a. Upq1 —up = Un = 4 = u, = 5un = —(up + dun +4) = —(u"+2)2.
Up + 5 Up + 5 Up + 5

3. b. (up +2)2>0et u, +5>0: (uy,) est strictement décroissante.

5) 2 3 1
= % Pour tout n € N : v,41 = Un + = (un +2) + = = + vp. (V) est arithmétique de

4.a.v0:%

+2 3(un +2) 3(un +2) 3
raison%.
1 n n—+1 . 1 3 1—-2n R
4.b.vn:§+§:T,pulsun:E—2:n+1—2: n+1.(Controle:u2:—1.)
n 4 n+1
3+ 2= -2 5
4.c.Pourn23,ilyan—?termes,devgzgévn:%‘l:ka:(n—Q)?’ 3 :(n )(n + )
= 2 6
Exercice 4
Uy,

1. up=—-1<0.Siu, <0, alors 4 — 3u, >4 > 0 (upy1 est défini) et u,q11 = < 0. Par récurrence,

(Vn € N) u, <0.
Up — 4y, + 3u2 ~ Bup(up — 1)

4 — 3uy, - 4-—3u,
(uy) est strictement croissante.

4 — 3u,

2. Upt1 — Up = .Oru, <0, u, —1<0et4—3u, >0:u,t1 —u, > 0. La suite

Up — 44 3uy,  4(u, — 1)

3. a. u, — 1 <0, donc v, est défini. up41 — 1= 1 3a. = S0, d’ou
Up, o 4 — 3uy, 1
v = = —Up.
T 3w, A(u,— 1) 4"
(vp,) est géométrique de raison i et de premier terme vg = :—% = %
1 /1\" 1 v 1
3. b. vn:2<4> = 2X4n.Devn(un—1):un:un(vn—l):vn,etvn;&l, doncun:vni1 =T oxan
(Controle : up = =1, uy = —1.)
1 1—1(1/4 n+1 2 1 n+1
P e T )
2 1—1/4 3 4
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Exercice 5

l.u, =ug+nr=7—3n:ujp=-—-23et ujs = —38. Puis 7—3n=-98 <= 3n =105 <= n = 35.

2.u14:uQ—|—12r,donc12r:6etr:%;u0:u2—27“:3.

3 3 7452 1829
3. up = ugp — 30r =52 — 45 = 7; pour tout n € N, un:7+§n. Enfin Zuk:31x+T:T.
k=0

Exercice 6

1.vn:81(%>n:v4zletv6:%.

2/3 1 1
2. v7 = v4¢°, donc ¢ = 1/8 =5 et g = 3 (unique racine cubique réelle). Puis vy = v—i = 18 x 81 = 1458.
q
n
3. v3 = vy ¢ = Svp, donc vy = 128 et, pour tout n € N, v, = 138 = —onT,

Exercice 7

Le réel b est non nul (sinon abc = 0), donc a, b, ¢ sont non nuls et, en notant ¢ la raison, a = g et ¢ = bgq. Alors
abc = b® = 216, d’ot1 b = 6. Puis

6 3 2
—+6+60g=19 < 6q2—13q+6:0 <~ q€{2;3}
q

1N

(on a multiplié par ¢ # 0; discriminant 169 — 144 = 25). Pour ¢ = % : (a;b;¢) = (4;6;9); pour ¢ = 3 :

(a; b;¢) = (9;6;4). Réciproquement, ces deux triplets conviennent.

Exercice 8

a+c=2b,donc 3b =24 et b =8; puis a = 8 —r, ¢ = 8+ r. La seconde condition s’écrit (8§ —7) — 16 +3(8+7r) =
28 <= 16+2r=28 <= r=6. Ainsia=2,b=8, c =14 et r = 6 (vérification : 2 — 16 + 42 = 28).

Exercice 9

l.up=us+ (p—4)r=5-3(p—4). Doncu, =-40 <= 3(p—4) =45 <= p=19.

19
5+ (—40
2. La somme comporte 19 —4 4+ 1 = 16 termes : Z up = 16 X +(2)

k=4

= —280.

Exercice 10

Pour tout n € N, u,, = ug 2™ et ug = 8ug = 5, donc ug = % et up, =5 x 2773, Ainsi up = 160 <= 2P—3 =32 =
2> «= p=38. Pour n > 3, la somme comporte n — 2 termes :

Exercice 11

n n+1
On a —25,, = Z(—Q)kH = Z(—Q)J. Par différence, tous les termes d’indice 1 & n se compensent :
k=0 j=1

Sy —(=2)Sp = (=2)° — (=2)"" soit 38, =1—(-2)"",

1— (_2)n+1

d’ou S, =
ou 3

pour tout n € N.

Exercice 12
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1. Les termes forment une suite arithmétique de premier terme 11 et de raison 7; 704 =114+ 7k <— k=99 :1il
y a 100 termes. S7 = 100 x ——— = 35750.

=

4 3L
2. Suite arithmétique de premier terme % et de raison % ; % = i—k%k‘ <= k =10:11 termes. So = 11 x 5 4 —

11 x 4 = 44.

Exercice 13

3 2 2 -1
Loug =0 € [0:1]. Si 0 < up < 1, alors up +4 > 0, upsy = " ZOetunH—l:MgO.PM
Uy, + 4 Uy + 4
récurrence : (Vn € N) 0 < u,, < 1.
Bup +2 —u —du,  —(u +u, —2 1 —up)(up + 2 ,
2. Upg1 — Up = — un+z ~ = (’Ln+1 ):( uz)—(i—z )20:(un) est croissante.
5 2 2 -1 4 2
3. a. un+1—|—2—(::1:4), donc vp41 = Z"+4)x5$n12)—50n:raison %,premier terme fuo:—%.
1 /2\" 1+ 2v . 2 x 5" —2x2"
3.b.vn:—2<5> .Devy(up+2)=up—1:u, = 171): (v, # 1), soit u, = X 57 1 o
3 (2\"
—3vp, 5(5) 3% 2° 96 1
4. 1 —u, = = =. Pourn =5 :1—us = = > —; pour n = 6 :
— 1(2 5 5 ;
1—wv, 1+§(5) 2 x5 42 6282 100
1 320 192 < ! La suite (uy) étant croissant tout n > 6 > ug > 0,99. O t
—ug = = ——. La suite (u,) étant croissante, pour tout n U U . On peu
67 9% 56126 31314 100 " P =D tn = U6 = 5 P

donc prendre N =5 (et N =5 est le plus petit entier convenable, puisque us < 0,99).

Exercice 14

1 V2 1 1
lLLuyy=—==—;u=—=+—.
V2 2T BTG
2. Soient n € N* et k € {1;...;n} : n®2 +1 < n?+ k < n? +n, et la fonction racine carrée est croissante sur R,
1 1 1
donc . En sommant les n inégalités :

< <
VnZ+n T Vn2+k T Vn2+1

n n
— <y, < —.
vn2tn = T 2+l
n n n n n 1
D’une part < = 1. D’autre part =,/ et > - << 2n>n+1 < n>1.
p ,/n2+1 n2 b \/n2+n n+1 n—+1 2
2
Ainsi (VnEN*)\ggun<l

Exercice 15

1. Notons r la raison. u,—p = ug + (n — p)r et Up4p = up + (n+p)r, donc w,—p + Upyp = 2ug + 2nr = 2u,. (Pour
p = 1, on retrouve la propriété caractéristique.)

2. Notons ¢ > 0 la raison (¢ = %(1) > 0). Vn—pUntp = 00q" P X voq" P = v3¢*" = (vgq”)2 =02,

Exercice 16

1. P3=5, P, =12, P =29, P; =70, P; = 169, Py = 408, Py = 985, P;o = 2 x 985 + 408 = 2378.
2.22-2r—-1=0 <= (x—1)2=2 < 2 {1 —2;1+2}. Seule 1 + /2 est positive : w =1 + /2.
3. w est solution, donc w? = 2w + 1; en divisant par w # 0 : w = 2+%, d’ou % =w—2=+2—1. Enfin

LW 1FV2 1++v2 1 V2
1+ w?

l+w?=2+2w=2(1+w)e

T22+v2) 2V2(V2+1) 22 4
4. a. On pose W' = —% = 1 — /2 : c’est lautre solution de 2> = 2z + 1. Donc w"*? = 2w 4+ W" et
W2 = 20" L (/™ : en multipliant par o et 8 puis en additionnant : Vi, 1o = 2V,41 + V..
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4. b. Avec w? =3+ 2v/2 et w? =3 — 2v/2, les conditions V; = 1 et V, = 2 g’écrivent

a(l+vV2)+8(1-v2) =1
a(3+2v2) + (3 —2v2) =2

Comme w? = 2w + 1 et w? = 2w’ + 1, la seconde ligne moins deux fois la premiére donne o + 3 = 0. Puis

1 1
a((1+\/§)—(1—ﬂ))=1:a:ﬁetﬁz—ﬁ

ont les deux mémes premiers termes et la méme relation de récurrence : une récurrence (4 deux termes) donne
V, = P, pour tout n € N*,

(on vérifie que ce couple convient). Les suites (V;,) et (Py,)

_ 1 by LRV (1)
4.c.-l=—-(v2-1)=1 ﬁ.DoncP—zﬂ(w W'y = 32 .

4.d. (1+v2)2 =3+2v2et (1+v2)3 = (3+2v2)(1+/2) = T+5v2, puis (1+/2)% = (T+5v/2)% = 99+ 70v/2.

140+/2
De méme (1 —/2)% = 99 — 701/2. Donc Ps = 2(\)}; = 70.

avec w’ = —w~ 1. En divisant numérateur et dénominateur par w” # 0 : /" /w" =

wnJrl o w/nJrl

5.a. W, =
wh — wln
(—1)"Hw=CntD) e W/ /W = (—1)"w 2", d’on la formule.
5.b. Onnote D =1— (—1)"w=2" (D > 0 car w= 2" < 1). Alors
w— (=)=l 4 (1)l (—1)"w2n (W + %) (=1)" (W + %)

Wn—w= D - D T W (C1yn

etw+l=(1+v2)+(V2-1)=2v2. Comme w? — (—1)" > 0 : si n est pair, W,, > w; si n est impair, W,, < w.
(Exemples : Wi =2 < w =~ 2,414 < Wo = 5.)

Corrigé de la série — Ch. 07 : Suites numériques )



