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Corrigé détaillé de la série — Chapitre 04
Fonctions numériques
1" Bac Sciences Mathématiques - Lycée Qualifiant Ibn Hazm - Prof. El Koudri Hamza - 20262027

Remarque — méthodes utilisées

— Variations : on calcule le taux de variation T'(z;y) = %ch(y) pour x # y dans 'intervalle et on étudie
son signe; ou bien on écrit f comme composée de fonctions de référence.

— Extremum : M est le maximum de f sur I si f(z) < M pour tout = € I et M est atteint; un majorant
non atteint n’est pas un maximum.

— Image d’un intervalle : lecture du tableau de variations (propriété admise du cours), confirmée si besoin
par la résolution de f(x) =y.

— Tous les calculs ont été controlés avec sympy (développements, factorisations, solutions d’équations, signes).

Exercice 1

a. f(x) existe <= 3-2>0 < 2+ <3: Dy =]-00;3].

b. f(z) existe <= [22 —2|#7.0r |22 —2| =7 <= 22 -2=Toua?-2=-7 > 22=9ouz’=-5;la
seconde est impossible. Donc Dy = R\ {—3;3}.

c. f(x)existe <= 2—-[2+1[>0 <= [v4+1|<2 <= 2<20+1<2 <= -3<zx<1l:Dp=|-31[

d. f(z) existe & 22 —-4>0et9—22 >0 < |z|>2et|2| <3:Dy=]—3;-2]U[2;3].

Exercice 2

1) La courbe est tracée pour z allant de =2 a 5 : Dy = [—2;5].

2) Le point le plus haut est (1;4) et le plus bas (3; —2) : le maximum de f est 4, atteint en 1; le minimum est
—2, atteint en 3.

3) f([=2:1]) = [14]; f([=2;3]) = [=2:4]; f([1;5]) = [=2:4]; f([3;5]) = [-2;2].
4)

Exercice 3

1) D’apres le tableau, —1 < f(x) < 4 pour tout = € [—2;3], avec f(0) =4 et f(—2) = f(2) = —1 : le maximum
est 4 (en 0) et le minimum est —1 (en —2 et en 2).

2) 1et % appartiennent a [0;2], ou f est strictement décroissante, et 1 < % :donc f(1) > f (%)

3) f est croissante sur [2;3] : f([2;3]) = [f(2); f(3)] = [—1;2]. f est décroissante sur [0;2] : f([0;2]) = [—1;4].
Enfin f([—2;3]) = [—1;4] d’apres la question 1.

4) Pour z € [-3;0[, h(z) = f(—z). Une fonction paire a des sens de variation contraires sur deux intervalles

symétriques : f est croissante sur [2; 3], donc h est décroissante sur [—3; —2]; f est décroissante sur [0;2], donc
h est croissante sur [—2;0]; enfin A = f sur [0;3]. Avec h(—3) = f(3) =2 et h(-2) = f(2) = —1:
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2 4 2
h(z) ~ 7 . T
-1 -1

Exercice 4

3 22 +1-3
1) 1— = = t 22+ 1> 0, donc Df = R).
) 1= oy =T = F(@) (et #? +1> 0, donc Dy = R)
3
2) R > 0, donc f(x) < 1 pour tout = : f est majorée par 1. L’équation f(z) = 1 équivaut a
x
impossible : 1 n’est pas atteint, ce n’est pas le maximum de f.

3
241 0,

3) 22 +1>1,donc0 <

o] <3et f(x) >1—3=—2.Deplus f(0) =—2: —2 est le minimum de f sur R.

3 3 3(2% —y?) 3z —y)(=+y)
4) f(2) = fy) = 5~ 57~ 7= 2 =2 2
y+1 2241 @+ +1)  (@2+1)F7+1)
5) Si z,y € Ry sont distincts, x +y > 0 et T' > 0 : f est strictement croissante sur Ry. Si z,y € R_ sont
distincts, x +y < 0 et T'< 0 : f est strictement décroissante sur R_ (ce qui est cohérent avec la parité de f).

; on divise par x — y # 0.

() \ /

Exercice 5

1) Dy = [-3;+00[; Dy =R.
2) f est strictement croissante sur [—3; +oo| (fonction z +— /z + a). g(z) = (x — 2)? — 4 est un trindme avec
a =1 > 0 : décroissant sur |—oc; 2], croissant sur [2; +oo|.

x -3 ~+00
x —00 2 +0o0
/() 0/ o | N
4

3) g(r) = (x — 2)? —4 > —4 pour tout réel z, et g(2) = —4 : —4 est le minimum global de g.

4) f(z) =0 < z+3=0 < z = —-3:(Cy) coupe l'axe des abscisses en (—3;0). f(0) = /3 : elle coupe
I'axe des ordonnées en (0;/3).

5) g(x) =0 <= z(x—4) =0 <= z € {0;4} : points (0;0) et (4;0); g(0) =0 : (Cy) coupe I'axe des ordonnées
en O.

6) D, = R est symétrique et p(—z) = 22 —4|z| = p(z) : p est paire. Pour z > 0, |z| = = donc p(z) = 2* — 4z =
g(x). On trace (Cy) en gardant (Cy) pour x > 0 et en la complétant par symétrie par rapport a I'axe des
ordonnées.
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Jlfy

7) (Cy) est au-dessus de I'axe des abscisses (ou sur cet axe) pour < 0oux >4 : 5 =]—00;0] U [4; +00[ (en
accord avec le signe de z(x — 4)).

8) Les solutions de g(x) = m sont les abscisses des points communs a (Cy) et a la droite y = m :

— si m < —4 : aucune solution ;
— sim = —4 : une solution (z = 2);
— si m > —4 : deux solutions (symétriques par rapport a 2).

9)z €Dy < z€Dset f(zr) € Dg=R: Dy =[-3;+00[, et h(z) = (\/m)274\/m:x+374\/m.
Sur [—3;1] : f est croissante et f([—3;1]) = [0;2] C]—00;2], ot g est décroissante; donc h est décroissante sur
[—3;1]. Sur [1;4o00] : f est croissante et f([1;4+00]) = [2; +0o0[, out g est croissante; donc h est croissante sur
[1;400[. (h(=3) =0, h(1) = —4.)

0
h(x) \ /

Exercice 6

Partie A.

1) fa)=(@—-12-9=(2-1-3)(z—-1+3)=(z+2)(x—4); f(r)=0 < x€{-2;4}.
2) Axe des abscisses : (—2;0) et (4;0); axe des ordonnées : f(0) = —8, point (0; —8).

3) f@)—fl) =" —y*) —2@—y)=(@—y)(r+y—2),dot T=a+y -2

4) Si xz,y < 1 distincts :  +y < 2, T < 0 : f est strictement décroissante sur |—oo; 1]. Si x,y > 1 distincts :
x4y >2,T>0: f est strictement croissante sur [1;4o0].

5) f() =(x—1)2-9>-9et f(1) = —9 : le minimum de f sur R est —9.
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6) (Cy) est une parabole tournée vers le haut, de sommet ©(1; —9) et d’axe de symétrie la droite d’équation

xz = 1.
Partie B.
1) jz|+2>2>0: Dy =R.
-3
2) R est symétrique et g(—z) = HTx? = —g(x) : g est impaire.
x
3z 6 3r+6-6
) Pourz>0:g(z) = —, ¢ =g s 9(x)
6 6 6(x —y) 6
4) Pour x dans Ry : g(x) — = - = ,donc T = ———— >0:gest
) #Y w9 =9l = s T e T G+ D) (x+2)(y+2) g

strictement croissante sur R .

5) g étant impaire, elle a le méme sens de variation sur R_ : strictement croissante. Ainsi g est strictement
croissante sur R (avec g(0) = 0; pour z < 0, g(x) < 0).

6) Voir la figure.

-4 -3 - — 1 2 3 1

—10 |

Corrigé de la série — Ch. 04 : Fonctions numériques 4



Lycée Qualifiant Ibn Hazm Prof. El Koudri Hamza 20262027

7) Les courbes ont exactement deux points communs : I'un d’abscisse comprise entre —2 et —1, 'autre d’abscisse
comprise entre 4 et 5. L’équation f(z) = g(x) admet donc deux solutions (valeurs approchées obtenues par calcul :
x~—1,76 et z ~ 4,32).

Exercice 7

Dy =R;pourtout z € R, z+ 5 € Ret
f(x+7%) =sin(4e + 27 — 1) =sin(4e — 1) = f(z),
car sin est 2m-périodique. Donc f est périodique de période 7.

Exercice 8

7 27 72x —1)+27  1ldz +20
1) Dy =R\ {3t = = = = . I'h 1 QL1
) Dy \{2} 2+2(2$_1) 225 —1) 220 = 1) f(x). (Cy) est 'hyperbole de centre (2,2),

associée aux droites d’équations z = 1 et y = Z (Q est centre de symétrie de (Cy)).

2) A=ad—bc=T7Tx(—-1)—10x2=—-27< 0 : f est strictement décroissante sur }—oo; %{ et sur ]%, +oo{.

+o0
@ | N | N

3) g: 2 ax® avec a =1 > 0 : g est strictement croissante sur R.

g(x) /

4) f(-1) =2 =—-1=g(-1)et f(2) =3 =8=g(2) : Aet B sont sur les deux courbes.

-3
Tx+10—23(2x —1) —22* 4+ 23 + 72+ 10

2)(22% 4+ +5) = 22* — 23 — 7Tz — 10. D’ou I'égalité.
9 +9  9(z+1)
20 -1 2z-1

B[ =

Or (z+1)(z—-2)=22—2—2et (2 -z —

6) Pour z # 3 : f(z)+1=

. Tableau de signes (racines —1let 3): f(z) < —1 <= z € [—1; 3 {

10
7) Poury#%etx;é% cfx)=y <= Te+10=y(2x—1) <= 22y —7)=y+10 <= z = vt , et
2;97— 7
10 1 2
ce réel est bien différent de % ; la valeur % n’est jamais prise (question 1). De plus g+ ——=—— est

y—7 2 202y—1)
négatif si et seulement si y < % Donc f G —00; % D = ]—oo; %{ et f G %; —i—ooD = } %; -1-00{,
8) Voir la figure.
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9) Graphiquement : (Cy) est au-dessus de (Cy) a gauche de A, et entre la droite d’équation z = 3 et B :
S =]—o0; 1] U } 1 2}. Algébriquement : 22 + z +5 > 0 (discriminant 1 — 40 < 0), donc f(z) — g() a le signe

—(z+1)(x—-2)
de 97 — 1 .
az —00 ! % +o00
—(x+1)(z—-2) - 0 | + + -
2z —1 — -1 0|+ +
f(x) —g(z) +1 0 | =||+]0]-

Donc f(z) > g(z) <= x €]—o00; —1] U}%;Q}.
10) h(z) = (f(2))" = g(f(2)) : h=go f et Dy={z € Dy / f(z) e R} =R\ {3},

11) Sur }—oo; %[ : f est décroissante et g est croissante sur R D f G —00; %D : h est décroissante. De méme

sur H, —l—oo[, h est décroissante.

Exercice 9

1) Dy =R\ {-3}, Dy = [-3;+00[. f(z) = ngf:él est homographique avec A =0x3—-1x1=-1<0: f est
strictement décroissante sur |—oo; —3[ et sur | — 3; +00[. g est strictement croissante sur [—3; +00].
2) f(—2)=1et g(—2) =1 =1: A(-2;1) appartient aux deux courbes.

3) Voir la figure.
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4) Pour x > —3, posons t = v/x + 3 > 0 : I'inéquation s’écrit t> < 1. La fonction cube est strictement croissante,
donct? <1 <= t<1 <= 2+3<1 < 2 < -2 Ainsi § = [-3;-2]. (Graphiquement, pour z > —3
I'inéquation équivaut a g(z) < f(x) : (Cy) est au-dessous de (Cy) a gauche de A.)

1
5)r€ Dy < x> -3et Vr+3+# -3, toujours vrai : Dy, = [—3;+0| et h(z) = ——.
) h > Ve +3# J =1 [eth(®) = =573
6) g est croissante sur [—3;+o00[ et g([—3;+o0[) = [0;+00[C] — 3;+0o0[, intervalle ou f est décroissante :

h est décroissante sur [—3;+oo[. Pour tout z € Dy, h(z) > 0 (minorée par 0) et, h étant décroissante,
h(z) < h(—3) = % : le maximum de h est %, atteint en —3.

Exercice 10

1) Dy = [-2;+o0].
2) (Vi+2-2 =(@+2) -4zt 2+4=a2—4V/z +2+6 = f(a).

3) f =wvou avec u(z) = v/ + 2 (croissante sur D¢) et v(t) = (t — 2)? (décroissante sur |—oo; 2], croissante
sur [2;+o00[). Sur [—2;2] : u([—2;2]) = [0;2] C|—00;2] : sens contraires, f est décroissante. Sur [2;4o00] :
u([2; +o0[) = [2; 400 : méme sens, f est croissante. Comme f(z) > 0 et f(2) = 0, le minimum de f est 0,
atteint en 2.

T -2 2 +0o0

4

| >~

0

Exercice 11

Partie 1.
1) 22 +2z+4=(x+1)*+3>0: Dy =R.
3?2 +2r+4) — (22 =22 +4)  2(x+2)?

2) 3 — f(z) = T 5 =22 +420;etf(—2):%:3:3estlemaximumdef.
x x x x
1 3(2% -2z +4)— (22 + 22+ 4) 2(x — 2) 4 _ 1.1 -,
3) f(_jp)—g: 3@ 120 £ 0) :3(w2+2w+4)ZO;etf(Q):EZE:gestlemlnlmumdef.
4z 2?2+ 2x+4—4x
) 2 +2x+4 2 +2x+4 /(@)

_ 2 2 oy a2+ -y’ +20+4) ayly—a)+4a-y)
.?) Not;(TA—)x +2x+4, B =y*+2y+4. 1 B ) ; ABZ) = B =
x—y)(4 -y o (z oy _ Al —y)(y - N
1B . Donc f(z) — f(y) = —4 (A B) B , d’out le résultat.
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6) AB > 0. Si x # y sont dans [—2;2] : |xy| <4, et xy = 4 imposerait t =y =2 oux =y = —2; donc zy < 4 et
T < 0: f est strictement décroissante sur [—2;2]. Si z # y sont dans [2;4o00[, 'un d’eux est > 2, donc zy > 4 et
T >0 : f est strictement croissante sur [2; +o0].

7)

3
f() ~_.

L=

Partie 2.
1) 9(—2) = 0: g(2) = 2.

2) g est croissante sur [—2; +o0[ : g([=2; —1]) = [9(=2); 9(=1)] = [0;1]. Pour y > 2, g(z) =y <= z=y>—2, et
y? — 2 > 2; réciproquement z > 2 = g(x) > 2 : g([2; +o0[) = [2; +o0].

x -2 +0oo

3) Voir la figure.

2
4) Pour z > —2, les deux membres sont positifs (32 +1 = Z2 > 0), donc vz +2 = x—zi- = r+2=
9 2
(xz) — (z+2)(z+2-4)=0 <= z € {-2;2}.

2 v 2 T+22—-Vr+2
5)Pour:c€[—2;2]:g(:n)—x—2i_ :\/3:—1—2(1— ar2—|— :\/ (2 4 )20,car0§\/3:—|—2§2.
Donc (Cy) est au-dessus de (D) sur [—2;2] (points communs en —2 et 2).

Partie 3.
) t2—2t+4
1) Dy = R, donc Dyog = Dy = [=2;400[. Pour ¢ > =2, avec t = Vo +2, " =z +2: f(t) = Pl
6 — 2/ 2
vt e h(z). Le dénominateur est > 0 : Dy = [—-2;+o0[ et h = fog.
T+6+2vVr+2

2) Sur [—2;2] : g est croissante et g([—2;2]) = [0;2] C [-2;2], ou f est décroissante : h est décroissante. Sur
[2; +00] : g([2;+00]) = [2; +00[, ou f est croissante : h est croissante.
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Exercice 12

8 3T +9—8
1) D,=R 3>0). 3— = = .
) Dy =Ry (Va+3>0). 3= = NTLEER
2) \/58+3>Odoncf(:c)<3.Et\/5+323d0nneﬁ8+3§§,doncf(a:)23—§:§.

3) f(z) = v(y/x) : f =vor avec r(zr) = y/x. r est croissante sur Ry et 7(Ry) = Ry C] — 3;400[; v est
homographique avec A =3 x 3 —1x 1 =8> 0, donc croissante sur | — 3; +00[. Méme sens : f est croissante
sur R..

Exercice 13

1)z+5>0etx—-3>0 < x>3: Dy =[3;+0o0[.
z+5)—(r—3 8
2) f(r) = D9
V+5+vVr—3 Vr+5+Vr—-3
3) Numérateur et dénominateur sont strictement positifs : f(z) > 0.

(dénominateur > /8 > 0).

4) 0 est un minorant de f, mais I’équation f(x) =0 n’a pas de solution (question 3) : 0 n’est pas le minimum de
I

8
5) Pour > 3:z+5 >2V2et Vo -3 > 0,donc Vo +5+ Vo —3>2V/2et flz) < 53 = 2+/2. Or
f(3) = V8 =22 : le maximum de f est 21/2, atteint en 3.

S

Exercice 14

1) 22 +4>0: Dy = R, symétrique, et f(—z) = —f(x) : f est impaire.
e —dz+4  (z—2)?

2)1— = = > 0.
) /(@) x? 44 244 =0
16
= 16x 4x
) Pour z # f(w) 84147 164422 2244 /(@)

% (question 3 avec © = 1) et 1 # 4 : f n’est pas injective. Le réel 2 n’a pas d’antécédent

4) f(1) = f(4) =
puisque f(z) <1: f n’est pas surjective.
do(y® +4) —dy(a® +4) _ 4z —y)(4 — 2y) -
) f(z) = f(y) (22 + 42 + 4) P2 +4) on divise par r — ¥y
6) Si z # y sont dans [0;2] : 0 < a2y < 4, donc T > 0 : f est strictement croissante sur [0;2]. Si x # y sont
dans [2;4+o00] : xzy >4, T < 0 : f est strictement décroissante sur [2; +oo[. Par imparité : croissante sur [—2;0],

décroissante sur |—oo; —2]. f(2) =1, f(-2)=—1:

T —00 -2 2 +o0

f(x) \1/1\

2+ 4 4
7) Posons t = a +b > 2y/3 > 0. Alors::M.Comme2§2\/§§tetfest décroissante sur [2; +oof :
8v/3 V3 4 8 83
0< f(t) < f(2v3)= ——=—.D _— = —

8) Pour z > 2: g(z) > Oet g(x) < 1, donc g est & valeurs dans ]0; 1]. Soit y €]0;1]: g(2) =y <= ya’—da+4y = 0.

2 —2¢/1—y? ot 2+ 2y/1—9y?
STV T gy =V TS
Yy Y

129 = 4. On a z9 > % > 2, donc 1 = % < 2, avec égalité seulement si y = 1, cas ou 1 = zo = 2. Ainsi

Le discriminant réduit est 4 — 432 > 0; les racines sont z; = , de produit
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I’équation a une unique solution dans [2;+o0[ : g est bijective et

_ _ 242y1—y?

971101 = [25400[, g l(y)=f.
Exercice 15

11 4x +8—11
1) Df =Ry ; 4— = = f(z).
) Dy =R VT +2 VT +2 f@)
2) i > 0done f(z) <4. V& +2>2donne s < 4, done f(z) > 4~ 4§ = —3 (atteint en 0).
1 |z| a? —dlz| +4  (J2] - 2)° ] 1 1 1

3) - — = = >0.D = <-x1:-2< < + t
)4 2 +4 A(2? + 4) 4(x24+4) — one g()| a:2+4’C()S%‘—4>< 1S9@ g ges

bornée sur R.

Exercice 16

1) 2°+3>0: Dy =R.
1 2c-242*+3  (z+1)

2) f(x) 5 T aaT3) 22 +3) >0, et f(—1) =2 =—3:—1 est le minimum de f.
1 22 +3-6x+6  (v—3)2 )
3) é—f(:v): 6022 5 3) :6($2+3) >0, et f(3) =2 = ¢ : ¢ est le maximum de f.
4) —1 < f(x) < § < 4, done |f(x)] < L.
est entierement située dans la bande comprise entre les droites d’équations y = —5 et y = 5 ; elle touche
5) (Cy i¢ ituée dans la band i les droites d’équat;i ] 3iell h
la premiere au point (—1; —%)

Exercice 17

1) f(z) existe <= FE(x) # -2 <= x ¢ [-2;—1[ : Dy =]—00; —2[U[—1; +o0].

2) g(x) existe <= x — E(z) > 0. Comme = — E(x) > 0, avec égalité si et seulement si x est entier : Dy = R\ Z.

Exercice 18

Si x est solution, k = %‘H est un entier et x = 3k — 1. L’équation devient F (%1'2) =k, soit k < % <
k+1 < 4k <3k+2<4k+4 < -2 <k <2 Donc k € {—1;0;1;2}; réciproquement, ces valeurs
conviennent. S = {—4; —1;2;5}. (Contréle : x =5: E(2) =2=%.)

Exercice 19

1) E(z) <z < E(x)+ 1 donne 0 <z — E(z) < 1 : la fonction est bornée.
2) g(z) existe <= x+1>0: Dy =]|-1;+o0][.
z+1

3) g(z) > 0 car numérateur > 0 et dénominateur > 0. Siz € ]—1;0[: E(x) = —1 et g(z) = =Vr+1<1.
v +1
Sizx>0:vzx+1>1,donc g(x) <z — E(r) <1. Ainsi 0 < g(z) < 1 sur Dy.
2 1 1 1 2 1 2 1 1
4y L g et 0 < <1,donc 1< 2F <2:E<n+ >_1.Et0§ <-<1:
n+1 n+1 n+1 n+ n+1 2n+1 2

n
E =0
<2n+1>

Exercice 20

1)z —-E(x)+1>1>0:Df=R.
2) Pour tout z, z+1 € Ret E(z+1) = E(z)+1,donc E(z+1)—(z+1) = E(z)—x et (z4+1)—E(x+1) = z— E(x) :
fle+1) = f(z).

3) Pour x € [0;1], E(z) =0: f(z) =
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4) On trace 'arc d’hyperbole y = i%r"f sur [0; 1] (de (0;2) inclus & (1;3) exclu), puis on le translate de —1, 1 et 2
unités horizontalement.

| 1 | $‘h._
| 1 | ol
—1 o 1 2
—0,5 L
Exercice 21
1) fz+ 1) =E@)+1+1—-(x+1)=FE(x)+1—z = f(x).
2) Pour x € [0;1] : f(z) =1—=.
3) Segments de pente —1 allant de (k; 1) (inclus) a (k + 1;0) (exclu) :
y
®
i
@ >
1

Exercice 22

1) E(z+2) = E(z)+2, donc (=1)PE+2) = (—1)E@) et 2(x42) —2E(x+2) -1 =22 —2E(x)—1: f(z+2) = f(x).
2) Pour z € [0;1][: E(z) =0, f(z) =2x —1+1=2z. Pouwrz € [1;2[: E(z) =1, f(z) = —(22 - 3) +1=4—2z.

3) Sur [0;2] on obtient un « triangle » joignant (0;0), (1;2) et (2;0); par périodicité, la courbe est une ligne
brisée en dents de scie.

&
. (Cy)
1
1 1 | 1 x\-.
3 _2 _1 O 1 2 3 4 -
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Exercice 23

1) (=)Sim < f(x) < M sur D, posons K = max(|m|;|M|) >0: —K <m < f(z) <M < K, donc |f(z)| < K.
(<) Si|f(x)] < K, alors —K < f(x) < K : f est minorée par —K et majorée par K.

2) g(x) = (z — 3)2 — 8 > —8 : g est minorée. Supposons g majorée par un réel M. Pour x = 3 + /[M[+9 :
g(z)=|M|+9—8=|M|+ 1> M, contradiction. Donc g n’est pas majorée, donc pas bornée.
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