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Remarque — méthodes utilisées

— Injectivité : on suppose f(z) = f(2') et on démontre = 2’ ; pour la nier, on exhibe z # 2’ de méme
image.

— Surjectivité : on fixe y dans l'ensemble d’arrivée, on résout f(zr) = y et on vérifie que la solution
appartient a I’ensemble de départ. Si I’équation a exactement une solution dans le départ pour tout y, f est
bijective et cette solution est f~!(y).

— Images : f(A) = C se montre par double inclusion; z € f~1(C) < f(z) € C.

— Les résultats des exercices 10 & 14 ont été contrdlés par programme (test exhaustif sur de petits ensembles),
et tous les calculs par sympy.

Exercice 1

6
f est a valeurs dans |3;+o0o] : pour z > 2, f(z) =3+ i 3.
x J—
1) Soient x, 2’ > 2 tels que f(x) = f(2'). Alors 3z(2' — 2) = 32/ (x — 2), soit —62 = —62’, donc z = 2’ : f est
injective.
2
2) Soity >3. Pourx >2: f(z) =y <= 3r=yr —2) < z(y—3) =2y — 33:73/3 (car y # 3). Ce
y —_—

réel vérifie x — 2 = 3> 0, donc = €]2; +00[ : f est surjective.
y pa—
-1, 2y

3) f est injective et surjective, donc bijective, et d’apres 2) : 1135 +oo[ — ]2; 400, y —3
y p—

Exercice 2

5
V+1
l.a) Pour z > 0: f(z) =3 < 3z —2=3yz+3 <= —2=3:impossible. f(z) =1 <= 3z -2 =
Vi+1l < =3 < =19 Donc f1({3;1}) = {%}
1.b) Le réel 3 de I'ensemble d’arrivée R n’a pas d’antécédent : f n’est pas surjective.

5
V41

Pour x >0, v/x+1>1>0: f est bien définie sur R4, et f(z) =3 —

2) f(Ry) C[-2;3[ : pour z >0, /Jz+1>1, donc 0 <
y € [-2;3[. Pour z > 0 :

<b5et —2< f(z) <3.[-2;3[C f(Ry) : soit

y+2 y+2\?2
fla)=y <= 3WVr—-2=yJo+y < Ve(B—-y)=y+2 \/Ezf = = 5,)
car 3—y >0 et % > 0. Ce réel est dans Ry. Donc f(Ry) = [—2;3][.
) )
3.a) Soient z, 2’ > 0 avec g(z) = g(2') : = , donc =2/, puis z = &’ : g est injective.
) > g9(x) = g(z') il o1 Vi p 9 j
o I — . y+2)2
3.b) D’apres 2), g(Ry) = [-2;3] : g est surjective, donc bijective, et g7 : [-2;3[— Ry, y — Ep I
-y

(Contréle : g~1(1) = ¥, conforme & 1.a.)

Exercice 3
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l.a) Pour z,2' > 2: f(x) — f(2) = (z — 2') + A’ — ) = (x —a') mi;, 4. Supposons f(z) = f(2') et z # 2’ :

/
alors zz/ = 4. Or x > 2 et 2’ > 2 donnent zz’ > 4 avec égalité seulement si z = 2/ = 2 : contradiction. Donc

x =2’ et f est injective.
2 —dz+4  (z-2)?

1.b) Val : —4=
) Valeurs : f(x) . .

> 0. Soit y >4. Pour z >2: f(zx) =y <= 2°> —yr+4=0.

y+Vy?—16
2

Le discriminant A = y? — 16 est positif ou nul; la solution ¢ = vérifie zg > = > 2. Donc f(xg) =y

Yy
2
avec xg € [2;400[ : f est surjective.

1.c) f est injective et surjective, donc bijective. L'unique antécédent de y est xg (I’autre racine vaut xio <2et

y+y?—16
B —

2.a) Pour x > —1, h(x) =x +3 > 2 : h va bien de [—1; 400 dans [2; +o0o[, et foh:[—1;400[— [4;+oo] vérifie

nest égale & 2 que si zg =2) : f1: [4;4+o00[ = [2; +o0], ¥+

4 (z+3)?244 2?+6x+13
r+3  z+3  x+3

(foh)@) =u+3+ @)
Méme départ, méme arrivée, mémes images : ¢ = f o h. Pour y > 2, I"équation x + 3 = y a 'unique solution
r=y—3>—1:hest bijective, L~ (y) =y — 3.

2.b) g = f o h est la composée de deux bijections, donc une bijection, et g™t = h= o f71: g7 : [4;400[ =

y+Vy?—16
2

[—1;+o0[, y — - 3.

Exercice 4

Pour tout réel x, 22 +2x +2 = (v +1)2 +1 > 0 : f est définie sur R.
la) f(z)=1 <= 222 =22 +224+2 <= 22 20 -2=0 < zc {1 —-3;1+3}.

1.b) f(1-V3)=f(1++V3)=1avecl—+3#1++3: fnest pas injective.

20> +8x+8  2(x+2)?
2.a) f(z) > 0 (quotient d’un carré par un réel strictement positif) et 4 — f(z) = ::2 :_2;_:_2 = xQ(—f —2; _)’_ 5 =
Donc f(R) C [0;4].

2.b) —1 ¢ [0;4] n’a pas d’antécédent : f n’est pas surjective.

4 4
3) Valeurs : pour > 0, g(z) >0 et 2 — g(z) = % > 0, donc g(z) €]0;2[. Soit y €]0;2[. Pour z >0 :
T T

g(z) =y <= (2 —y)r? —2yz — 2y = 0. Le discriminant réduit vaut A’ = y? +2y(2 —y) = y(4 — y) > 0 : deux

racines, de produit 5

< 0, donc une seule racine strictement positive :

y+V4ady —y?

2—y

xr =

Chaque y €]0;2[ a exactement un antécédent dans ]0; +oo[ : g est bijective et g=! :]0;2[—]0; +oo[, y

y+ 4y —y?

2—y

Exercice 5

1) Soient (z;y), (2';y) € I? tels que f(z;y) = f(2';y) 1 2y = 2"y et 43:1: = 4y—”§/. En multipliant membre 4 membre :
4a? = 42, donc z = 2’ (réels positifs), puis y = £ = y/. f est injective.

2) Soit (u;v) € I2. On cherche (x;y) € I? tel que xy = u et 4?:” = v. Nécessairement 422 = uv, d'ott © = ‘/;TU et
y=1= 2\/% . Réciproquement, ces réels sont strictement positifs, zy = \/uv\/% =uet 4?‘” = 2271‘; =wv. Donc f
u/v

est surjective ; étant injective, elle est bijective et

f_1 (1?2 1P, (ujv) — <\/;Tv, 2\/2)

Corrigé de la série — Ch. 03 : Les applications 2




Lycée Qualifiant Tbn Hazm Prof. El Koudri Hamza 2026-2027

Exercice 6

la) 22 +4r —1=—-1 <= z(z+4) =0 < z € {-4;0}.
1.b) f(—4) = f(0) avec —4 # 0 : f n’est pas injective.

2) f(z) = (z+2)2—5 > =5, donc f(R) C [~5; +oo[. Pour y > —5, & = —2+4/y + b5 vérifie f(z) = (/y +5)?—5 =
y : [=5;4+00[C f(R). Donc f(R) = [—5; +o0].

3.a) Soit y > —5. Pourz > —2:g(z) =y <= (z+2)°2=y+5 < x+2=y+5 (carx+2>0)
< x = -2+ /y +5. Chaque y a exactement un antécédent dans [—2; +oc[ : g est bijective.

3.b) g7t : [-5;+oo[ = [-2; 400, y > =2+ /Yy T 5.

Exercice 7

1.a) 22 < 22 + 4 et la racine carrée est strictement croissante sur R, donc |z| < v/22 + 4; comme —z < |z|, on

obtient —z < va? + 4.
1.b) Posons S = V22 + 4++/y2 + 4 > 0. D’apres l.a, —x < Va2 + det —y < /92 + 4; en ajoutant : —(z+y) < S,

d’ou, en divisant par S > 0 : ng—y > —1.
5 5 r? — y2 T+y . . .
2.a) f(z)—fly) = Va2 +4—y2 +4+(x—y) = 5 +(z—y)=(xr—y) 5 + 1) (expression conjuguée).

2.b) Si f(z) = f(y), alors (z — y) (% + 1) =0;or Lgy +1> 0 d’apres 1.b, donc x =y : f est injective.
3) D’apres l.a, f(x) > 0 pour tout x : le réel —1 n’a pas d’antécédent, f n’est pas surjective de R sur R.

4) f est a valeurs dans R* . Soit y > 0. Pour z € R :

—z2>0 TSy
fla)=y &= Val+d4=y—1 < Y - — Y2 —4
2?2+ 4=y 22y + 22 T =
2y
v’ -4y +4
Ory— 5 == > 0 : la condition z < y est satisfaite. Chaque y > 0 a exactement un antécédent : f
Yy Yy

y? —4
2y

réalise une bijection de R sur R et f~!1:R% = R, y+—

Exercice 8

2
a2 +z+1= (az + %) + % > 0 : f est définie sur R. Pour x # 0, en multipliant numérateur et dénominateur

2:
1 % T
f<a:>_$12+;+1_1+:c+x2_f(m)'

par x

2) f(2) = % et f (%) =f(2) = % avec 2 # % : f n’est pas injective.

Exercice 9

1.a) Le discriminant de X? — aX — 4b% est a? + 16b? > 0 (car b # 0) : deux racines distinctes, dont le produit
vaut —4b% < 0; elles sont donc de signes contraires.

1.b) Soit (a;b) € R x Ry. Cas b > 0. Soit X > 0 la racine positive de 1.a. Posons x = /Xo >0 et y = % > 0.
) ) 4% XE—4b*  aXp ) ) ,
Alors zy = b et 2* —4y* = Xog — — = = =a (car X§ = aXo+4b°). Casb=0.Sia>0:
X Xo Xo

f(Va;0) =(a;0). Sia<0: f ((); ‘/f) = (a;0). Tout couple de R x R} a un antécédent : f est surjective.

2) Oui. Supposons f(x;y) = f(2';y') = (a;b). Sib>0: x,y,2",y >0, et X = 22 vérifie X2 —aX —4b> =0
(car y = %) : X est donc la racine positive Xg, de méme pour /2. Ainsi z =2/ = /Xg et y =1 = % Sib=0:

ry = 0. Sia >0, alors y = 0 (sinon # = 0 et —4y? = a > 0, impossible) et x = \/a; si a < 0, alors x = 0 et

Corrigé de la série — Ch. 03 : Les applications 3



Lycée Qualifiant Tbn Hazm Prof. El Koudri Hamza 2026-2027

y=Y%;sia=0, x? = 4y? et xy = 0 donnent = = y = 0. Dans chaque cas le couple est unique. Donc f est

injective (et finalement bijective).

Exercice 10

1) Si M = @, f(M) ne contient aucun élément. Si M # @, soit x € M : f(x) € f(M), donc f(M) # @
(contraposée).

2) Soit y € f(M) : y = f(x) avec x € M C N, donc y € f(N).

3) MC MUN et NC MUN donnent (par 2) f(M)U f(N) C f(M UN). Réciproquement, si y = f(z) avec
re€MUN,alorsz e M (et y € f(M))oux € N (et y € f(N)).

4) MNNCMet MNN C N, doncpar 2): f(MNN)C f(M)n f(N).

5 fYF)={zx€E/ f(x) € F} = E, car f(z) € F pour tout = € E.

6) (@) ={zeE/ flx)eo} =2

Nrefl(P)= flx)ePCcQ= € f1Q).

8)ze fU(PUQ) <= (f(z) € Pou f(x) €Q) = ze [ (P)US(Q).

9) Méme raisonnement avec « et » : x € fTH(PNQ) <= z € f~1Y(P)n f Q).

10) z € M = f(z) € f(M) =z € f~1(f(M)).

11) Soit y € f(f~H(P)) : y = f(x) avec z € f~1(P), cest-a-dire f(x) € P; donc y € P.

12) Soit y € f(M)\ f(N) : y= f(z) avecx € M, et x ¢ N (sinony € f(N)). Doncz € M\ N ety € f(M\N).
13) s € fUP)\ S Q) = (f) e Pet f(1) Q) «= [(1) € P\Q <= z € [(P\Q).

‘ Remarque ’

Les inclusions 4, 10, 11 et 12 peuvent étre strictes. Exemple avec f : R = R, z + 22 : M = {1} donne
FYf(M)) = {~1;1} # M; P = {—1;1} donne f(f~1(P)) = {1} # P. L’exercice 11 caractérise les cas
d’égalité.

Exercice 11

1) (=) L’inclusion C est toujours vraie (ex. 10.4). Soit y € f(M)N f(N) : y = f(z) = f(a') avecx € M, 2’ € N;
f injective donne x =2’ € M NN, donc y € f(M N N). (<) Soient z, 2’ tels que f(x) = f(a'). Avec M = {z},
N=A{a}: f(MNN)=f(M)Nf(N)={f(x)} # @, donc M NN # & (ex. 10.1), c’est-a-dire x = .

2) (=) M C f~1(f(M)) toujours (ex. 10.10). Siz € f~1(f(M)), alors f(z) = f(2') avec 2’ € M, d’'ottz = 2’ € M.
(<) Si f(x) = f(2'), alors x € f~1(f({2'})) = {2'}, donc = = 2.

3) (=) f(f~Y(P)) C P toujours (ex. 10.11). Soit y € P; f surjective donne x tel que f(z) = y € P, donc
ze€ fH(P)etye f(fTHUP)). (&) Avec P=F : F = f(fY(F)) = f(E), donc f est surjective.

4) (=) f(M)\ f(N) C f(M\ N) toujours (ex. 10.12). Soit y = f(x) avec x € M, x ¢ N. Si l'on avait y € f(N),
y = f(a') avec 2’ € N, et I'injectivité donnerait = 2’ € N : absurde. Donc y € f(M)\ f(N). (<) Par Uabsurde :
si f(z) = f(2') avec x # 2/, prenons M = {x}, N = {2/} : f(M \ N) = {f(x)} alors que f(M)\ f(N) = @.
Contradiction.

5) (=) Soity e f(E\M):y=f(z),x¢ M;siye f(M),y= f(z'), 2 € M, et I'injectivité donne z = ' :
absurde; donc y € F'\ f(M). Soit y € F \ f(M); par surjectivité y = f(x), et ¢ M (sinon y € f(M)) :
y€ f(E\M). (<) Avec M =@ : f(E)=F\ @ = F, donc f est surjective. Si f(z) = f(2) avec 2’ # x, prenons
M ={z}:2" € E\ M donc f(z') € F\{f(2)}, ce qui contredit f(z') = f(z). Donc f est injective, et bijective.

Exercice 12

Pour tout = € E, xya(x) € {0;1}, donc x4 = xa.
1) (=) évident. (<) x € A <= xu(z)=1 < xp(r)=1 < z € B.
2)SizeAd: xgz(z)=1=1—xa(z).SizeA: xyz(z)=0=1-1.
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3.a) xa(z)xp(x) =1 <= xa(z) =xp(zr) =1 <= x € AN Bj; sinon le produit vaut 0.

3.b) A\ B=ANB, donc xa\p = xa(l = xB) = XA — XAXB:

3.c) AUB = ANDB (Morgan), donc xaup =1— (1 —xa)(1 — xB) = XA + XB — XAXB-

3.d) AAB=(A\B)U(B\A) avec (A\ B)N(B\ A) = @; par 3.c et 3.a le terme produit est nul, donc
xaaB = (xa—xaxs)+(XxB=XaxB) = XA+xB—2xaX5. Enfin (xa—x5)* = X3 —2xaxB+XE = XA+XB—2XaXB-
4.a) xgap = (1 —xa — xB)? et Xang = (Xa—1+ xB)? : ces deux fonctions sont égales, d’ou I’égalité par 1).

4.b) xpaa = Xcaa <= XB+ X4 — 2xaXB = X¢ T XA — 2xaxc <= xs(l —2x4) = xc(1 — 2xa). Or
1 —2xa(z) € {—1;1} ne s’annule jamais, donc cela équivaut a xp = x¢, c’est-a-dire B = C' (par 1).

4.c) Notons a = x4, 8 =XxB, ¥ = XC- X(aaB)ac = (@ + B —2a8) +v—2(a+ B —2aB)y=a+ B+ —2(ab +
By + ya) + 4aBry. Cette expression est symétrique en «, 3,7 ; le méme calcul pour AA (B A C) donne la méme
expression, d’ou I’égalité.

4.d) x(aap)nc = (a+ B —2aB)y et x(anc)aBno) = @y + By — 2078y = ay + By — 20y (car 42 = 7) : égalité.

Exercice 13

1) u(z) = u(2') = v(u(z)) = v(u(z')) = x = 2’ (car v o u est injective).

2) Soient y,y’ € F avec v(y) = v(y'). u étant surjective : y = u(z), ¥’ = u(z’). Alors (vou)(z) = (vowu)(a’), donc
r=2"ety=1"

3) Soit z € G : il existe x € F tel que z = v(u(x)); ainsi z = v(y) avec y = u(x) € F.

4) Soit y € F. v(y) € G et vou est surjective : v(y) = v(u(x)) pour un z € E'; v étant injective, y = u(x).

Exercice 14

1) Pour X € P(E) : (poyp)(X)=(XAB)AB=XA(BAB)=XAg0 = X. Injective : p(X) = p(Y) =
o(p(X)) = p(p(Y)) = X =Y. Surjective : tout Y s’écrit Y = p(¢(Y)). Donc ¢ est bijective et =1 = ¢.

2) Soit M un point, M’ = tz(M) et M" = tz(M') : MM" = MM' + M'M" = & + ii. Donc tz oty = tzig;
de méme tzoty = tyrg = tzrg. Ces deux applications du plan dans le plan sont égales (ici la composition est
commutative).

Exercice 15

Soient x,y € I avec x # y; par exemple z < y : alors f(x) > f(y), donc f(z) # f(y) (de méme si y < x). Ainsi

x #y = f(x) # f(y) : par contraposée, f est injective. La réciproque est fausse : x — % est injective sur R*

(1 =4 = 2 = 2’) mais n’est pas monotone sur R* (—1 < 1 et f(—1) < f(1), alors que 1 < 2 et f(1) > f(2)).
Méme sur un intervalle : f définie sur [0;2] par f(z) =z siz < 1let f(x) =3 —z si > 1 est injective (valeurs

[0; 1] puis [1;2], sans répétition) mais non monotone.

Exercice 16

1) Pourz € I, 1 — 2 # 0 : g(x) existe; g(x) # 0 (numérateur 1) et g(z) =1 <= 1l—z=1 <= z2=0¢ I.
Donc g(z) € 1.

2) (gog)a) = —— = =" (gogog))= gy =1 ==
1-z T T
3) On applique la relatQion a2u point (gog)(z) € I: f((gog)(x)) + f((gogog)(x)) =2(g0g)(x), c’est-a-dire
f@)+ f((ge 9)@) = =—.
4) On applique la relation au point g(x) € I : f(g(z)) + f((g o g)(x)) = 2¢9(z) = . E —
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2r — 2 2
z — ——, donc
1—2x

5) Notons (R) la relation de départ. (R) + (3) — (4) donne 2f(z) = 2z +

z—1 1 3 —r4+1
)=+ x Jr:E—l_ x(r—1)

Réciproquement, cette fonction vérifie (R) (calcul direct, contrélé par sympy) : c’est 'unique solution.

Exercice 17

1) et 2) Comme a l'exercice 16 : g(z) € I, (go g)(z) =

et (gogog)(z)=uz.
3) On applique la relation au point (g o g)(z) : f((go g)(x)) + f(z) = 2(gog)(z) + 2 + 1(57209)@). Or
1

T—(gog)@ g((gog)(x)) =z; don f(z)+ f((gog)(x)) =2(g0 g)(x) + 2 + 2.

4) Au point g(z), et puisque 125 = 29(), 155y = 2(90 9)(2) : f(z) + flg(x)) = 20 + 2+ 2g(x); f(g(z)) +
flgog(x)) =2g9(x)+2+2(gog)(x); f(z)+ f(gog(z)) =2(gog)(x)+ 2+ 2x. En ajoutant la premiere et la
troisieme puis en retranchant la deuxieme : 2f(z) = 4z + 2, donc f(x) = 2z + 1 pour tout = € I.

Exercice 18

Posons s =n+m;alors 0 <m < set f(n;m) =m+s(s+2), donc s(s+2) < f(n;m) < s(s+2)+ s. Supposons
f(n;m) = f(n';m’) et notons s =n+m, s’ =n' +m'. Si'on avait s < &', alors s’ > s+ 1 et

f/sm) > §' (s +2) > (s +1)(s+3) ="+ 45+ 3 > s* + 35 > f(n;m),

ce qui est absurde ; de méme s’ < s est impossible. Donc s = ¢/, puis m = f(n;m)—s(s+2) =m' et n =s—m =n'.
f est injective.
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