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Corrigé détaillé de la série — Chapitre 02
Les ensembles
1" Bac Sciences Mathématiques - Lycée Qualifiant Ibn Hazm - Prof. El Koudri Hamza - 20262027

Remarque — méthodes utilisées

— Pour montrer X C Y : on prend x € X quelconque et on montre x € Y. Pour montrer X =Y : double
inclusion, ou équivalences z € X <= --- <= x € Y (chaque étape étant une loi logique).

— Regles de calcul : A\ B=ANDB;Morgan ANB=AUB, AU B = AN B; distributivité; r € AAB <
(x appartient & exactement un des deux ensembles).

— Les résultats de cet exercice ont été vérifiés par programme (force brute sur toutes les parties d’un ensemble
a 4 éléments).

Exercice 1

1) 32 —2| <5 <= —-5<3xr—-2<5 <= —lgfcg%;aveC$GZ:A:{—1;0;1;2}.
(22 = 3)(|z| —4) =0 < 22 =3 o0u |z| =4 < x € {—/3;V3;—4;4}; comme V3 ¢ Q : B = {—4;4}.

22 —y? =15 & (v—y)(z+y)=15. Avecx,y € N:z+y>0,doncz —y >0et x —y < x+y; les couples
de diviseurs sont (x — y;x +y) € {(1;15);(3;5)}, ce qui donne (z;y) = (8;7) ou (4;1). C = {(4;1);(8;7)}.

4 <x?+y? <9 impose z,y € {0;1;2;3}; on teste : D = {(0;2); (0;3); (1;2); (2;0); (2;1); (2;2); (3; 0)}.
2)E={3" /neN}: F={2"/neZ}; G={7k | keZl.

Exercice 2

ACB:soitzeAjxz=4n+1(neZ). Alorsz =4(n+2)—Tavecn' =n+2€Z,doncz € B. BC A : soit
x€B,x=4n"— 7. Alors x =4(n’ —2) + 1 avec n =n’ — 2 € Z, donc = € A. Par double inclusion, A = B.

Exercice 3

1. E={neN/1<n <30} A est'ensemble des nombres pairs de E (si z = 2k < 30 avec k € E, alors
kE<15): A=1{2;4;6;...;30}; B = {5;10; 15;20; 25;30}.

2. A ={1;3;5;...;29} (impairs); AU B = {2;4;5;6;8;10; 12; 14; 15; 16; 18; 20; 22; 24; 25; 26;28; 30} ; AN B =
{10;20;30}; AU B = {1;3;7;9;11;13; 17; 19; 21; 23; 27; 29}.

3. P(ANn B) = {@;{10};{20}; {30}; {10; 20}; {10; 30}; {20; 30}; {10; 20; 30} }.

Exercice 4
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Proposition Valeur Justification
beE \Y% b est un élément de F
bCFE F b est un élément, pas une partie
{b} € E F les éléments de E sont a, b, ¢
{b} CE \% carbe E
{b} C P(E) F il faudrait b € P(E)
{b} € P(E) \Y% car {b} C F
gekl F & n’est pas 'un de a, b, ¢
gCFE A% le vide est inclus dans tout ensemble
@ € P(E) \% car @ C E
{&} CP(E) \% car @ € P(E)
EecP(E) \% car EC E
ECFE A% toujours
{a;c} € P(E) \Y% car {a;c} C E
«beEetc¢ E» F cekl
(a;¢) e EXE \% a€FetceFRE
Exercice 5
Ensemble Résultat Ensemble Résultat
ANB {3;6;8} Ce(ANB) {1;2;4;5;7;9;10; 11; 12}
ANC {2;3} CzrAUCEB {1;2;4;5;7;9;10; 11; 12}
AUB {1;2;3;4;5;6;7;8;10;11; 12} Cr(AUB) {9}
A\ B {2;5;11;12} CeANCeB {9}
B\ A {1;4;7;10} BUC {1;2;3;4;6;7;8; 10}
CzA {1;4;7;9;10} AN(BUC) {2;3;6;8}
CeB {2;5;9;11;12} (ANB)U(ANC) | {2;3;6;8}

P(C) = {@;{2}; {3}; {10}; {2; 3}; {2; 10}; {3; 10}; {2; 3; 10} } (2* = 8 éléments).

Constat. On a obtenu Cg(AN B) = CgkAUCgB et Cg(AU B) = CgA NCeB (lois de Morgan), ainsi que
AN(BUC) = (ANB)U(ANCQC) (distributivité de N par rapport a U). Ces égalités, constatées ici sur un exemple,
sont vraies pour toutes parties A, B, C de E (voir le cours); un exemple ne suffit pas a les démontrer.

Exercice 6

A= (A\B)U(ANB) = {p;g;r;s}. B\A=(AUB)\ A= {t}, donc B = (B\A)U(ANB) = {p;q;t}.
AAB=(A\B)U(B\A)={r;s;t}. Enfin A= {t;u} et B={r;s;u},donc AAB = {r;s;t} = AA B (résultat
général, exercice 7.9 et cours).

Exercice 7

1) ACB < (Vz) (xr€ A= 2 ¢ B) < (Vz) (v € B= 1 ¢ A) (contraposée) <= B C A.

2) (<)siA=B, AUB=A=ANB. (=) ACAUBCANBCBetdeméme BC AUBC ANBC A,
donc A = B.

3) (<) évident. (=) E=ANBC AC E,donc A= FE; de méme B=EFE.

4) (=) CCAUC=ANBCAet ACAUC=ANBCB,doncCCACB.(«)SiCCACB:AnB=A
et AUC = A, d’ou égalité.

5) (=) SiA\B=Aetz e ANB,alorsx € A= A\ B, donc z ¢ B : contradiction; donc AN B = &. («) Si
ANB =g, tout v € A vérifie x ¢ B, donc A C A\ B C A.

6) a) AUB=F <= (Vre€E)(x¢ Aouz€B) — (Vx € FE)(r€ A=2€ B) «— AC B.b)
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ANB=9 < ANB=FE < AUB=F <= AC B (Morgan et a).

7) (<) évident. (=) Soit x € B. Siz € A :x € ANB=ANC,doncx € C. Siz € A:xz ¢ Aet
r€BCAUB=AUC, donc z € C. Ainsi B C C'; par symétrie C C B.

8)a) AUB=AUC < B\A=C\A (car AUX = AU(X \ A), union disjointe) <= ANB=ANC <
AN B =AnNC (complémentaires dans A: ANX = A\ (ANX)) & AUB = AUC (méme raisonnement
qu’au début, avec B, C). b) En passant aux complémentaires (bijection X +— X): AUB = AUC <= AUB=
AUC < ANB=ANnC;or ANB=A\(ANB),donc ANB=ANC < ANnB=ANC.

9) BN(AAB)=BN[(ANB)U(BNA)=2U(BNA)=B\A 2€ AAB < (z¢ Aetz ¢ B)ou(z €A
et © € B) <= z € AA B (méme condition en échangeant les roles). Donc AAB=AAB (= AAB).

10) (<) évident. (=) Si AAC = BAC, alors (AAC)AC = (BAC)AC; par associativité de A (admise dans
Iénoncé, démontrée a l'exercice 8.13) et CAC =@ : AAg = BA Y, soit A= B.

11) AAB=(AUB)\(ANB). («)siANB=@, AAB=AUB. (=)siz€ ANB,alorszt € AUB=AAB,
donc x ¢ AN B : contradiction ; donc AN B = &.

12) (=) Tout x € E est dans exactement un des deux ensembles : z € B <= z ¢ A, donc B = A. (<)
AAA=(ANA)UANA) =AUA=E.

13) ANC=ANANB=AN(AUB)=(ANA)U(ANB)=ANB =B (car BC A).

14) Soit r € A\NC. SizeB:xe€Betx¢C,donce e B\CCD. Siz¢ B :xecA\BCD. Dans les deux
cas x € D.

15) Soit € A. Comme B # @, choisissons b € B. Alors (z;b) € Ax B C C x B, donc z € C.

16) (<) Si A = B, évident; si A = @ ou B = &, les deux produits sont vides. (=) Supposons A # & et
B # @; soilent a € A, b€ B.Pour x € A: (z;b) € AxB=BxA,doncx € B:AC B.Poury € B:
(a;y) e AXxB=Bx A, donca€e Betye A: BC A. Donc A= B.

Exercice 8

On raisonne par équivalences sur ’appartenance, ou avec les regles de calcul.

(A\B)UB=(ANnB)UB=(AUB)N(BUB)=(AUB)NE=AUB.
(AUB)N(AUB)=(ANA)UANB)U(BNA)UBNB)=(A\B)U(B\A)=AAB.
(ANB)\C=ANnBnNC=(AnC)NnB=(A\C)NB.

(AUB)NC = (ANC)U(BNC) (distributivité).

ANBUC=ANBNC=(ANnB)N(ANCO).

ANBNC=An(BuC)=(ANnB)U(ANnC).

ANBNC=AN(BUC)=(ANB)U((ANOQO).

(ANB)NC=AN(BNC)=ANnBuUCet=(ANC)NB=(A\C)\B.

AAB C AUB,donc (AUB)A(AAB)=(AUB)\ (AAB); or un élément de AU B qui n’est pas dans

exactement un des deux ensembles est dans les deux : c’est AN B.

10. ANBC A,donc AA(ANB)=A\(ANB)=AN(AUB)=ANB=A\B.

11. Soit x € E. Siz ¢ A, x n’est dans aucun des deux membres. Siz € A:z € AN(BAC) < z€ BAC <~
(x est dans exactement un des ensembles B, C') <= (z est dans exactement un des ensembles AN B, ANC)
< z€(ANB)A(ANC).

12. Siz € C: x appartient & AUC et & BUC, donc z ¢ (AUC) A (BUC),etz ¢ C.Six ¢ C:x € AUC < z€ A
etr € BUC <= z€ B,doncz € (AUC)A(BUC) < 2€ AAB < z€(AAB)NC.

13. Pour x € E, notons N(z) le nombre d’ensembles parmi A, B,C contenant xz. On a x € XAY <= =z
appartient a exactement un des deux. On vérifie que z € (AAB)AC <= N(x) est impair <= x €
AA(BAC) (par exemple : 2 € (AAB)AC ssi[r€e AABetx ¢ Cloux ¢ AAB et x € C], c’est-a-dire
N(z) =1avecz ¢ C, ou N(z) € {1;3} avec z € C'; méme analyse pour l’autre membre).

4. (5y) e Cx (AUB) <= ze€Cet(yec AouyeB) < (re€Cetyec A ou(xecCetyecB)
<~ (z;y) € (C x A)U (C x B).

15. (z;9) € (AXxB)N(Cx D) < z€A, yeB, z€C,yeD < z€ AnCetyec BND.

© XN AW
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16. (z5y) € (Cx A\(CxB) < ze€C,ycAetnon(zr e CetyeB) < ze€C,ycAet (z ¢ C ou
y¢B) < x€C,yc A, y¢ B (carze(C) < (z;y) € C x (A\ B).
17. Pour (z;y) € E?: (v;y) ¢ AXB <= z€AetyeB <= v¢ Aouy¢ B < (1;y) € (AxE)U(ExDB).

Exercice 9

1. Pour ¥ =1: —{5 + £ = {5, donc {5 € B.

2. & AT 31 oy 2k ¢Z:3% ¢ A

3. Soitz e A:x = +2’€T”:—1L0+(2k§1)ﬂaveck’:2k+1GZ:J:GB.DOHCACB.
Pour k' =2: — 75 + 28 = 3% € B et 3% ¢ A (question 2) : B ¢ A.

Exercice 10

1. Pour o # 3 : 245 =24 Mo donc 28 € Z <« (z-3) |1l <= 2-3 € {-1L;-1;1;11} <= z €
{—8;2;4;14}. Avec v €N:A={24;14}. Pour z # 2 : 241 — 44 9 1] faut d’abord (z — 2) | 9, soit
x—2¢€{-9;-3;-1;1;3;9}, dou (avec z € N) z € {1;3;5;11}. Pour z = 1 : % =—-5¢ N; pour x =3,5,11:
13, 7,5 € N. Donc B = {3;5;11}.

2. AAB =1{2;3;4;5;11;14} (ici AN B = @).

3. CUA ={2;4;5;6;14}, CUB = {3;4;5;6;11}, donc (CUA) A (CUB) = {2;3;11;14}, alors que CU(AA B) =
{2;3;4;5;6;11;14}. Les deux ensembles sont différents.

Exercice 11

1) a) (0;0) € Fcar0<9,donc FF # @; 2 € G car |2—2| =0 < «, donc G # @. 1) b) Soit (z;y) € F. Alors
2? < 2? +4y* <9, donc |z| < 3;et 4y> <9, donc |y| < 2 < 3. Ainsiz € Eet y € E : (z;y) € E Donc F C E2.

2)G=2—w;2+alet H= } 2,2{&1)8161Y H, les bornes coincident : 2—a——fet2+a— , soit a = 4

et a = —% : impossible. Aucune valeur de « ne convient. b) Comme 2 — o < 2 et % < 2, les deux intervalles sont

disjoints si et seulement si 2 — a > %, soit o < % DoncGNH =9 < «a¢€ }0; %}

Exercice 12

L 2r <248 <3r = —I<b<8 s U<p<ll s pe{-4,-3;...;5} (k €Z). Lensemble
{51 _Im. 27 7TTF51-4£11J71-17J}
3)76' 37 6737623763 6
2. 801tx—2—|—2k:7rEA Alors x = — 6—|—2§+2k‘7r— 6—|—Mavec3k+1EZ:m€B.
3. Par 'absurde : si z € C' N D, il existe k, k' € Z tels que § + 21;” = —%—1—’“%. En multipliant par %

34 8k = —3 + 4K/, soit 6 = 4k’ — 8k, d’ou 3 = 2(k’ — 2k) : 3 serait pair, contradiction. Donc C N D = &.

Exercice 13

Pour z € N, 22 — 1 # 0 et 422 + 22 + 9 = (22 — 1)(2z + 2) + 11, done 22049 — 95 4 94 M c7
(22 —1) |11 <= 2z —1€{-11;-1;1;11} < =z € {-5;0;1;6}. Donc A = {0;1;6}.

Pour =z # 4 : %zl—l— 12 Six >4 il faut (z—4) | 12, x — 4 € {1;2;3;4;6;12}. Si 0 < z < 4 :

r—4¢€{-4,-3;— 2,—1}et1+x1_2 <1-3<0:exclu. Donc B = {5;6;7;8;10; 16}.
ANB={6}; AUuB={0;1;5;6;7;8;10;16}; A\ B ={0;1}.

Exercice 14

1. (I;1)e Fcar1 <2et 1<2. Donc F # @.

2. Soit (z;y) € F. De y? < 2z on tire > 0; de 22 < 2y on tire y > 0. Ensuite 2* < 4y? < 8z, donc (z > 0)
23 < 8etx <2 Deméme y* < 42? <8y;siy>0,9°<8ety<2;siy=0y<2 Ainsi 0 <z <2et
0<y<2:(z;y) €[0;2] x [0;2].

Exercice 15
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1. (=) Soit X €e P(E) : X CEC F,donc X € P(F). («<) E € P(E) CP(F), donc E C F.
2. Soit X e P(E)UP(F): X CEouX C F,donc X C EUF,ie. X € P(EUF). Inclusion stricte : pour
E={1}, F={2},ona {1;2} € P(EUF) mais {1;2} ¢ P(E) UP(F).

Exercice 16

L (x—2y)(z+y) =22+ 2y — 22y — 2¢% = 2% — 2y — 29%.
2. (m5y) € F < z,y€ Zet (xr—2y)(x+y)=4. Posons u = x — 2y, v =z + y (entiers, uv = 4); alors

v —u = 3y, donc u = v modulo 3, puisy:%,x:%%.

(wsv) | (14) | (41) (—2;-2)
(x;y) | (3;1) | (2;=1) | (2,0) | (=3;-1) (=2;1) (—2;0)

—
~—
—
|
|
=~
~
—
|
-
|
—_
~

Toutes les paires conviennent (v —u € {3;—3;0}), donc F = {(3;1);(2;—1);(2;0); (—3; —1); (—2; ),( 2;0)}.
3. Notons G l’ensemble paramétré. G C E : pour t # 0, x — 2y = w =tetrx+y= % = 7, donc
(x—2y)(a:+y) =4. ECG :si(xy) € E,posonst =z —2y; t(x+y) —4donct7£()et Tty =

En resolvant
= 4—
:th ft2+8etyf—tf4t Donc (z;y) € G, et E =G.

-l

T

Exercice 17

XCXUA=YNACA donc X CAEACXUA=YNACY,doncACY.Ainsi XCACY.

Exercice 18

1) Condition nécessaire : si X UA = B, alors AC B. Si A ¢ B : pas de solution. Si AC B: XUA=B <=
(XCBet B\ACX) < ANBC X C B. Eneffet (=) X C B et tout z € BN A n’est pas dans A, donc est
dans X; (<) XUACBet B=(BNA)U(BNA) CXUA S={XeP(E)/AnBC X CB}si AC B;
S = @ sinon.

2) Condition nécessaire : B=XNACA. SiB¢A:S=92.5iBCA:XNA=B < (BC Xet
XNACB) < BCXCBUA. S={XeP(E)/BCXCAUB}siBNA=g;5=g sinon.

Exercice 19

1) (=) XCAUX =B;etsize B\A,zr € AUX avecx ¢ A, doncz € X. (&) AUX CAUB =B et
B=AU(B\A) C AUX.

2) (=)SiB\X=A:soitxe€ B\ A;siz ¢ X, alorsx € B\ X = A, absurde; donc z € X. Soit x € X ; si
r € A alorsz € B\ X (car A C B) donc x ¢ X, absurde; donc X C A. (<) Si B\AC X C A:tout x € A est
dans B et pas dans X, donc A C B\ X ; tout z € B\ X n’est pas dans B \ A (sinon z € X), donc x € A. D’ou
B\ X = A.

Exercice 20

1) a) (X\AUXNA)=(XNAUXNA)=XN(AUA) =X.1)b) (XUA)\(A\X)=(XUA)NANX =
(XUANAUX)=XU(ANA) =X.

2) Si X est solution : AC X UA=XNAC A, donc A C A, ce qui impose A = @,ie. A=E. Si A#FE:
S=0. 5 A= FE :équation s’écrit X = X ; S =P(E).

3) D’apres 1) a), une solution vérifie X = (X \ A) U(X N A) = C'U B. Réciproquement, X = B U C convient :
(BUC)NA=(BNA)U((CNA)=BUg=Bet(BUC)\A=(B\AU((C\A) =ouC=C.S={BUC}.
4) X\A=B\A <= XUA=BUA (XUA est la réunion disjointe de A et X \ A) <= XUA= B (car
ACB) < B\ ACX C B (exercice 19.1). S={X / B\ AC X C B}.

5) a) Si X est solution: XNA=Bet X\A=(AUX)\A=C\A,donc (1a) X =(C\A)UB. Réciproquement,
X =BU(C\A) vérifie AUX =AU(C\A)=C (cr BCACC)et ANX =B.S={BU(C\A)}.5)b)Si
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X est solution : XNA=A\(A\X)=A\Bet X\A=C\ A4, donc X =(A\ B)U (C\ A). Réciproquement
ce X vérifie A\ X =A\(A\B)=B(car BCA) et XUA=AU(C\A)=C.S={(A\B)U(C\ A)}.
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